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Héar kommer en ny text om matematik som ger min gammelmanstill-
varo 6kat innehall. De tva tidigare Fyra fundamentala teorem och Nagra
prydnadsstenar i klassisk geometri far sillskap med en tredje, Pierre de
Fermat, amator och innovator. De flesta som kdnner till Fermat gor det
nog for det som kallas Fermats gata eller Fermats formodan eller Fermats
stora sats. Kart barn har manga namn. Hans pastdende att ekvationen
" +y" = 2™ saknar positiva heltalslosningar om heltalet n > 3 formule-
rades pa 1630-talet och han trodde sjélv att han hade bevisat det. Men
nagot bevis har man inte hittat bland hans efterlamnade papper. Manga
av de frimsta matematikerna har under sekler férsékt visa férmodan
men bara klarat av det for vissa heltal n t.ex. n = 3. Problemet har
ocksé lockat manga matematiskt intresserade amatdrer att préva sina
krafter. Det kan ju forstds utan en avancerad matematisk terminologi.
Det blev till slut en engelsk matematiker Andrew Wiles som ar 1995 med
avancerade algebraiska metoder visade pastaendet. Han blev fascinerad
av problemet redan som barn och lyckades alltsa till slut 16sa det.

Pierre de Fermat var sjilv en amator som matematiker. Han var till
yrket jurist och domare och dgnade sig at matematiken pa sin fritid. Han
levde, som det verkar, ett stilla liv i Toulouse som med den tidens sam-
fardsmedel var langt fran Paris - ett centrum for den tidens matematiker.
Hans publikationer dr mycket f& och han meddelade sina resultat genom
brev till kollegor. Trots det var han den tidens storsta talteoretiker och
han bidrog med banbrytande arbeten som foérebadade differential- och
integralkalkylen. Hans brevvixling med den tjugo ar yngre Blaise Pascal
betraktas som sannolikhetsldrans fédelse. En av prydnadsstenarna i den
andra av mina texter kallas Fermats punkt. Kanske ett mindre bidrag
i jAmforelse med de 6vriga jag ndmnt men det visar pa hans allsidighet
och hans férmaga att se och formulera matematiska samband.

Den hér texten har jag precis som de tva féregédende skrivit for min
egen skull. Men malsattningen har varit att ligga ut den pa nétet sa
att andra ska kunna ta del av den. Det skdrper sinnet och det kan vara
viktigt i min alder. Men till en eventuell lasare skickar jag med samma
rad som forut. Las s& mycket ni har lust och ork och hoppa 6ver om det
blir f6r tekniskt. Det &r inte fragan om nagon kurslitteratur och kommer
inte upp pa nagon tenta.

Vixjo 23 april 2026
Anders Tengstrand






Pierre de Fermat -
juristen som skapade
banbrytande matematik
pa sin fritid

Vad stort sker det sker tyst
Ur Odalbonden av Erik Gustav Geijer (1783-1847)

Pierrre Fermat féddes kanske 1601 och dog med
sdkerhet 1665. Det finns tveksamhet om hans fodel-
sear. Hans ett ar dldre bror dog vid spad alder och fick
ocksd namnet Pierre och man ar inte siker pa vems
fordelsear det egentligen géller. Att han dog 1665 ar
déremot sdkert men han dédférklarades redan 1653
under den pest som drabbade regionen. Fermat fick
sjalv tillkinnage att "ryktet om hans déd var 6verdri-
vet”.

Fermats fodelseort ar Beaumont-de-Lomagne i
sodra Frankrike drygt sex mil nordvast om Toulouse.
Hans far var en vilbdrgad képman och han fick sin
grundldggande utbildning vid en klosterskola. Déaref-
ter ldste han nagot ar vid universitetet i Touluse in-
nan han nitton ar gammal flyttade till Bordeaux. Déar

Figur 1: Pierre
de Fermat pa aldre
dar



studerade han matematik och intresserade sig fér Apollonius verk om ké-
gelsnitt. Han kom i kontakt med andra matematikintresserade och hans
arbete genererade viktiga resultat om maxima och minima. Fran Bor-
deaux flyttade Fermat s smaningom till Orleans dér han avlade examen
i juridik. Ar 1631 anstiilldes han som jurist i Toulouse och dér blev han
kvar livet ut. Fermat var alltsé jurist till yrket och matematik blev en
fritidssysselsdttning. Man brukar kalla honom for virldens frimste ama-
tormatematiker. Som domare kunde han nu &ndra sitt namn till Pierre
de Fermat.

Under férsta halvan av 1600-talet var den franske munken Marin Mer-
senne (1588-1648) en ledande gestalt inom matematik och fysik. Foru-
tom att han bidrog med viktiga resultat inom omradet hade han en
omfattande kontaktndt med den tidens forskare. I det ingick bl.a. Eti-
enne Pascal (1588-1651) och han son Blaise (1623-62), René Descartes
(1596-1650), Giles de Roberval (1602-75), Evangelista Torricelli (1608-
47) och Christian Huygens (1629-95). Han kommunicerade med brev och
ordnade konferenser och blev ett nav i diskussioner kring vetenskapliga
problem. Verksamheten kom att kallas Académie Parisienne eller Aca-
démie Mersenne. Nar ryktet om Fermats matematiska upptéackter nadde
honom bad han Fermat att delta i verksamheten. Fermat skickade 1638
in tre arbeten som Mersenne sedan vidarebefordrade till medlemmarna i
kontaktnétet. Ett av bidragen hade titeln Metod for att bestamma maz-
ima och minima och tangenter till kurvor. Det bidraget kritiserades hart
av Descartes som sag en konkurrent inom ett omrade dar han ansag sig
vara den sjalvklara méastaren nédmligen analytiskt geometri. Descartes
var som person sjalvmedveten, hogdragen och arrogant och Fermat var
hans motsats. Fermat svarade emellertid med att ge kritiska synpunkter
pa delar av Descartes arbete inom optik, La Dioptrique.

Under perioden 1643-54 hade inte Fermat kontakt med Académie
Mersenne. Det kan ha flera orsaker. Arbetet som domare krivde mycket
av hans tid och det inkréktade pa hans matematiska verksamhet. Under
perioden drabbades regionen av en svar pest och Fermat blev felaktigt
dodforklarad. Dessutom skakades regionen av ett inbordeskrig.

Det var under denna period som Fermat boérjade intressera sig for
talteori. Senare forsokte han fa de andra matematikerna i Mersennes
kontaktnét att engagera sig i talteoretiska problemstéllningar. Bortsett
fran Mersenne sjélv, som bidragit med resultat om primtal, var intresset
lagt och d&mnesomradet var for de flesta matematiker inte prioriterat.

Ar 1654 tog Blaise Pascal kontakt med Fermat for att diskutera ett
problem inom hasardspel. Det var borjan till en brevvéxling som brukar
betraktas som sannolikhetslarans fodelse. Korrespondensen &ar bevarad
och finns pa néatet. Man slas av skillnaden mellan Pascals fantasifulla



och ibland snariga resonemang och Fermats distinkta och klara fram-
stallning. Trots olikheterna i temperament dr de noga med att betyga
den respekt de har for varandra. Till slut kunde de enas om ett rimligt
sitt att bestdmma vad vi idag kallar sannolikheter. Fermat fortsatte att
diskutera sannolikhetsbegreppet med Huygens som 1657 publicerade en
grundléggande skrift inom sannolikhetslaran.

Fermat intresserade sig ocksa for fragestédllningar inom optik déar han
hérledde ljusets brytning vid 6vergédngen mellan olika media om man
utgar fran att ljuset tar den snabbaste vigen. Han intresserade sig d&ven
for klassisk geometri. I en tidigare text i denna serie har jag behandlat
upptéckten av vad som kallas Fermatpunkten.

Det finns inte sa manga tryckta verk av Fermat. De flesta av hans
resultat dr bevarade genom brev till kollegor. Manga ganger saknades
bevis och om de fanns var de ofta ofullstdndiga. Det var kanske hans
arbete som hog tjansteman som gjorde att han inte fick tid att utarbeta
manuskript som skulle publiceras. Kanske lag det ocksa i hans natur. I
en biografi om honom av M.S. Mahoney karakteriseras han pa féljande
sitt: "Hemlighetsfull och tystlaten tyckte han inte om att tala om sig
sjalv och var ovillig att avsloja alltfor mycket om hur han téinkte.’EIDet
ska tillaggas att han séllan rakade i konflikt med sina kollegor dven om
de hade olika asikter. Han var alltid respektfull i de diskussioner han
férde med olika matematiker med undantag av den dispyt han hade med
Descartes om hans verk om maxima och minima.

Fermat dog 1665 i Castre, en liten by sju mil éster om Toulouse. Hans
samlade verk gavs ut 1678. Han har fatt en méankrater uppkallad efter
sig.

Vi ska i det foljande ta upp nagra av Fermats arbeten om talteori,
hans banbrytande verk om maxima och minima samt hans brevvixling
med Pascal om problem inom hasardspel.

1 M S Mahoney, The mathematical career of Pierre de Fermat, Princeton Univer-
sity Press, 1994.






Fermats stora sats

Det viktiga med ett problem dr inte dess losning
utan den styrka vi far genom att hitta lésningen.

Virginia Satir (1916-88)

Att dela upp en kub i tva andra kuber, en fjardepotens eller
allmént varje potens storre &n tva i tva potenser av samma
ordning ar omdjligt och jag ha hittat ett underbart bevis av
det, men marginalen &ar for liten for att rymma det,

De orden skrev Fermat ner ndr han studerade en av Diofantos skrif-
ter och med det formulerade han den hypotes som skulle bli kdnd som
Fermats stora sats eller Fermats formodan. Ingen kan i Fermats efter-
lamnade skrifter kunnat hitta det "underbara bevis” som han skriver om
och med storsta sidkerhet var det antingen felaktigt eller ofullsténdigt.
Vi skriver om satsen med moderna berdkningar.

Det finns inga naturliga tal x,y och z sadana att

.’I:” + yn — ZTI,

om n > 3.

Maéanga av de fraimsta matematikerna har arbetat med problemet men
misslyckats. Leonard Euler (1707-83) lyckades visa pastaendet for n = 3
men det dréjde dnda till 1995 da den engelske matematikern Andrew
Wiles (1953-) kunde konstruera ett bevis och det publicerades i tidskrif-
ten Annals of Mathematics. Artikeln har titeln Modular elliptic curves



and Fermat’s Last Teorem och ar pa atta sidor. Beviset dr komplicerat
och anvéinder sig av djupa resultat inom abstrakt algebra. Det &r inte
orimligt att tédnka sig att nagra av de abstrakta begrepp och de teorier
som Wiles stoder sig pa har utvecklats under forséken att bevisa Fermats
stora sats for att sedan bli effektiva verktyg for specialister inom modern
algebra i andra sammanhang. Ett slumpvis valt citat ur artikeln visar pa
djupet av de algebraiska kunskaper som kravs for att forsta Wiles bevis.

. Whith these hypothesis there are unique local Rp —
O homeomorphisms of O-algebras which takes the universal
deformation to (there class of) p;.» ...

Sjalv &ar jag inte tillrackligt fortrogen med abstrakt algebra for att
forsta artikeln. Langt ifran. Men jag &r inte ensam. En tid efter det att
beviset hade publicerats besokte jag biblioteket pa Matematiska insti-
tutionen i Lund och rakade stota pa Lars Hormander - en av virldens
framsta experterna inom teorin for diffentialekvationer. E| Han visade
mig en bunt papper och sade: "Jag har skrivit ut Wiles bevis men jag
har inga forhoppningar om att forsta det.” Matematiken har alltsa blivit
s& specialiserad att det finns mycket fa i vérlden som har kunnat ldsa
igenom Wiles bevis och intygat att det &r korrekt. Wiles hade faktiskt
en tidigare version dar man hittade stora luckor i bevisforingen. Han
lyckades till slut tédppa till dem men var ett tag néra att ge upp. For sin
prestation belénades Andrew Wiles med en summa pengar som langt
tidigare avsatts till den som 16ste problemet. Han blev ocksa adlad och
kan nu kalla sig sir Andrew WilesEI

Det problem som Fermat stéllde fick alltsa sin 16sning men forst ef-
ter 350 ar. De metoder och begrepp som krévdes lag pa en mycket hog
abstraktionsniva och var naturligtvis helt fraimmande for den tiden. Fer-
mat sjilv var foregdngare i manga avseenden och han var en av de forsta
som anvande den da nya algebran som innebar att man kunde rakna
med obekanta storheter. Det ar den algebra vi idag lar ut i grundsko-
lan. Det finns naturligtvis inga mojligheter att det bevis Fermat syftar
pa i sin marginalanteckning skulle ha klarat de krav som stélls pa ett
matematiskt bevis.

Fermat hade alltsa med intill visshet gransande sannolikhet inte be-
visat den hypotes som han stéllt. Men han hade formulerat den och det
har utmanat matematiker av alla kategorier att forsoka hitta en 16sning.
Det har bidragit till att manga ménniskor har férdjupat sitt intresse for

2Lars Hérmander (1931-1012) var da professor vid Lunds universitet. Han &r den
ende svensk som tilldelats den prestigefyllda Fieldsmedaljen som delas ut vart fjarde
ar av International Mathematical Union.

3En ingaende beskrivning av Wiles arbete med problemet finns i Simon Singhs
bok Fermats gdta, Norstedts foérlag. 1998.
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matematik. Da ocksa flera av de stora matematikerna antog utmaningen
kom ocksa matematiken som &mne att utvecklas.

Vad kan det da ha varit som kom Fermat att formulera sin stora sats?
Det var ju i Diofantos arbeten fran ungefar 250 e.Kr. som han skrev ner
den i marginalen. Diofantos studerade pythagoreiska tal d.v.s. naturliga
tal =,y och z som uppfyller 22 + y? = 22. Lat oss dirfor studera dem
litet ndrmare.

Pythagoreiska tal

Diofantos var verksam i Alexandria omkring 250 e.Kr. Han stora verk &r
Arithmetica som omfattade tretton bocker varav sex dr bevarade. Det &r
en samling av 16sta problem som ofta leder fram till ekvationer. Diofantos
brot mot den tradition i antiken dér matematiken kléddes i en geometrisk
sprakdrikt. Han arbetade med tal och omradet var aritmetik. De flesta
problemen leder fram till ekvationer som oftast har manga l6sningar.
Den typen av ekvationer kallas darfor idag for diofantiska. De bevarade
bdckerna har 6versatts av den brittiske matematikhistorikern T.L.Heath
(1861-1940) som ocksé gett problemen och lésningarna en modern form
som gor att de lattare kan forstas av dagens ldsare.

Speciellt beréomt &r problem nr 8 i den andra boken som lyder pa
foljande sétt

Att skriva ett kvadrattal som summan av tva kvadrattal.

Det maste ha varit hir som Fermat gjorde sin berémda marginalan-
teckning. Vi ska inte ga in pa Diofantos sétt att 16sa problemet. Han
arbetar med konkreta tal och hans metoder kan verka egendomliga for
dagens matematikintresserade. Vi ska med hjéalp av den algebra, som vi
har lart oss i skolan och som Diofantos inte kéinde till, ge en 16sning till
problemet.

Problemet &ar att beskriva alla pythagoreiska tal d.v.s. alla positiva
heltalslésningar till ekvationen

%+ y2 = 22,

Vi bekantar oss férst med problemet genom ett antal exempel. De
flesta av oss dr kdnner till att + = 3,y = 4 och z = 5 &r en 106sning
till ekvationen. Andra l6sningar d&r x = 5,y = 12 och z = 13 samt = =
15,y = 8 och z = 17. Vi kommer i fortsdttningen ofta kalla l6sningarna
for pythagoreiska tripplar. Det verkar finnas manga men det &r inte l&tt
att hitta dem. Vi ska nu hérleda ett sétt att beskriva tripplarna som goér
detta enkelt. Harledningen gors i ett antal steg dér algebraiska rakningar
blandas med resonemang om delbarhet.
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1. Vi observerar forst att om x,y och z 16ser problemet sa gor ocksa
kx,ky och kz dér k &r ett positivt heltal . Vi s6ker darfor i forsta
hand de losningar dér x,y och z saknar gemensamma delare som
ar storre dn 1 d.v.s. ged(z,y,z) = 1E| Eftersom 22 = 2% + y? s &r
en gemensam delare till tva av talen x,y och z ocksé delare till det
tredje och vi kan utga fran att

ged(x, y) = ged(z, 2) = ged(y, 2) = 1.

2. De tre talen z,y och z kan inte alla vara jimna da ged(z,y, z) = 1.
Om tva tal ar jAmna si &ar det tredje ocksa jimnt. Alltsa méste tva
av talen vara udda och da &r det tredje jamnt.

Vi skriver x = 2s + 1,y = 2t + 1 och z = 2u déar s,t och u ar
positiva heltal och far att

2 b y? =482 fAs+ 1+ 417 4t +1=2(25% + 25 + 262 + 2t + 1)

som dr ett jamnt tal men det dr inte delbart med 4 (talet i den
sista parentesen #r ju udda) vilket diremot z? = 4u? dr. Alltsa kan
inte bade z och y vara udda.

Den enda mdojligheten ar da att det ena av talen x och y ar udda
och det andra jamnt medan z &r udda. Vi antar i fortsdttningen
att x ar udda, y dr jamnt och z dr udda.

3. Vi anvénder konjugatregeln och far
V=22 —2=(z+2)(2 — 1)

som medfor att

Vi sétter

Z—T z m

x
Y Yy oy n
dar m och n ar naturliga tal och vi antar att vi forkortat braket
m/n sd mycket som mojligt d.v.s. att ged(m,n) = 1. D4 &r

z+x z x n

y oy oy m

Kombinerar vi nu de bada likheterna far vi att
z 1 m n x 1

L e N

m n
y 2'n m y 2'n  m

)

4gcd star for greatest common divisor
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eller

4 m2+n2 m? —n?

L
—=———och — =
Y 2mn Y 2mn

Vi observerar att m > n och vill nu kunna sluta oss till att

z=m?—n?y=2mn och z = m? +n?

men for att kunna gora det méaste vi visa att

ged(m? — n?,2mn) = ged(m? + n?, 2mn) = 1.

. Vi visar forst att av talen m och n &r det ena jamnt och det andra
udda.

Bada kan uppenbarligen inte vara jamna eftersom ged(m,n) = 1.
Bada kan inte vara udda ty i sa fall vore z = m? 4+ n? jamnt.

Den enda aterstaende mojligheten &r att ett av talen m och n &r
jadmnt och det andra &r udda.

. Vi visar nu att
ged(m? —n?,2mn) = ged(m? 4+ n?,2mn) = 1

Antag att d > 1 &r en delare till mn. Eftersom ged(m,n) = 1 sa ar
d delare till endera m eller n t.ex. m. Da delar d talet m? men inte
n? och dirfér inte heller m? + n?. Alltsa dr ged(m? +n?, mn) = 1.
Vidare dr 2 inte en delare till m? + n2. Alltsa har vi att visat att
ged(m?4n?,2mn) = 1. P4 samma siitt visas att ged(m?—n?, 2mn)
=1.

. Vi kan nu dra slutsatsen att pythagoreiska triplar (z,y, z) dar
ged(z,y, z) = 1 kan skrivas

z=m?—n?y=2mn och z = m? + n?.
Om z,y och z &r pythagoreiska tal kan de alltsa skrivas
x = k(m? —n?),y = 2kmn och z = k(m? 4+ n?)
dér k,m och n &r naturliga tal och m > n.

. Vi har visat att pythagoreiska tal =, y och z kan skrivas pa ovansta-
ende form. Att varje taltrippel som &r av den formen verkligen &r
pythagoreisk foljer av identiteten

kQ(mQ _ n2)2 4 4k2m2n2 _ k,Q(mQ _’_n2)2'
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De positiva heltalslosningarna till den diofatiska ekvationen

kan alltsé skrivas

x = k(m? —n?),y = 2kmn och z = k(m? 4+ n?)
déar k,m och n ar godtycklig heltal med m > n.

Om vi sétter kK = 1,m =2 och n = 1 far vi (z,y,2) = (3,4,5) och
k=1,m =3 och n =2 ger (z,y,z) = (5,12,13). Dessa pythagoreiska
trippler har nog de flesta stétt pa. For £k = 1,m = 8 och n = 5 far vi
(z,y,2) = (39,80,89) och alltsa ar

392 + 802 = 892

for att ta ett exempel som de flesta nog inte kdnner till.

Diofantos, som formulerade problemet, kinde inte till den allm&nna
16sning och det gjorde formodligen inte heller Fermat som studerade det
1 400 ar senare. Fermat generaliserade det till ett annat mycket svarare
problem, som l6stes forst efter 350 ar av Andrew Wiles.

14



Fermats lilla sats

Man vet aldrig ndr ett snére kan komma till anvdndning.
Medan man tinker pa det kan man sdtta sig ner och vila lite.
Ur Nalle Puh av A.A.Milne

Talteorin var ett av Fermats stora intressen. Hans entusiasm delades
emellertid inte av den tidens matematiker. De prioriterade andra omré-
den. Manga intresserade sig for problem och metoder som senare skulle
leda till differential- och integralkalkylen eller kalkylen som omradet kom
att kallas. Den nya algebran som utvecklats av Francias Viéte (1540-63)
och Descartes 6ppnade nya mojligheter. Men for talteori var intresset
lagt utom fér Fermat. Han studerade primtal ur olika synvinklar. Talen
i serien

22" +1

dir n = 1,2,3,... kallas nu fermatska. De fyra forsta talen ar 5, 17,
257 och 65 5337 och de dr alla primtal och Fermat antog att alla talen i
foljden var det. Hans hypotes var emellertid felaktig. Euler visade 1732
att

22’ 4 1= 4294 967 297 = 641 - 6 700 417

- en imponerande prestation i en tid utan mekaniska eller digitala hjalp-
medel for att utfora de vanliga rékneoperationerna. Man har faktiskt
inte hittat nagra fler fermatska primtal &n de fyra forsta.

Fermat fragade sig ocksa vilka primtal som kunde skrivas som en
summa av tva kvadrater. Han kom fram till att om p > 2 sa ar

p=2z"+y%,



dar x och y &r naturliga tal, ett primtal d& och endast da p = 4k + 1 déar
k ar ett naturligt tal. Fermat gav ett bevis for det men i beviset fanns
oklarheter och det fyllde knappast de krav man stéller pa ett matema-
tiskt bevis. Euler kunde senare rdda bot pa det.

Talteorin var alltsa ett stort intresse hos Fermat. Han undersokte de
naturliga talen som kanske dr de viktigaste grundstenarna i matemati-
ken. Han hittade monster och stéllde fragor och i en del fall bevisade
han sina péastdenden, men bevisen var ofta ofullstdndiga. Matematiker i
senare generationer som Euler och Carl Friedrich Gauss (1777-1855) sag
storheten i hans arbete, kunde konstruera hallbara bevis och ibland gora
generaliseringar. Man kan fraga sig vad man hade for nytta av resulta-
ten. Utanfor matematiken var det svart att hitta exempel. Talteorin var
en konstart for sig och Gauss kallade den fér matematikens drottning.
En av Fermats upptéckter skulle emellertid langt senare - mot slutet av
1900-talet - vara ett viktigt verktyg inom informationsteknologin. Det
ar den som kallas Fermats lilla sats och den séger foljande:

Om p ar ett primtal sa dr aP? —a delbart med p for varje heltal
a.

Vi ger nagra exempel. Om p = 3 sa ar
23 -2=3.23-3=3.84>-4=3.20,5°-5=3-40...
och om p = 5 s& har vi
25 -2="5.6,3-3=05-48,45-4=5-204,5°—5=05-624...

Talen blir storre och stoérre och det blir allt svarare att utféra berdkning-
arna atminstone om man maste rédkna for hand. Fermat sdg monstret
men formulerade inte nagot bevis. Det blev Gottfried Wilhelm von Leib-
niz (1646-1716) som bevisade Fermats lillas sats ett halvsekel senare och
efter ytterligare nagra decennier skulle Euler géra en generalisering. Vi
ska ge tva bevis, ett induktionsbevis och ett bevis som utgar fran det
bevis som Gauss ger i sitt stora verk Disquisitionis Aritmeticae eller pa
svenska Aritmetiska undersékningar fran 1801.

Ett induktionsbevis

Fermats lilla sats sdger att om p &r ett primtal sa ar a? — a delbart p for
alla heltal a.

Vi konstaterar forst att om p = 2 sa #r a? — a = a(a — 1) delbart med
2 eftersom ett av talen a och a — 1 ar jamnt. Vi forutsatter darfor i
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fortsdttningen att primtalet p > 3.

Vidare réacker det att visa pastaendet for a > 0. Om b = —a dér a > 0
s& r bP — b = —(aP — a) eftersom p dr udda och om p dr en delare till
aP — a sa ar p ocksé en delare till b” — b.

Uppenbarligen géller pastaendet for a = 0 och a = 1 eftersom da &r
a? —a=0.

Antag nu att pastaendet ar sant for a > 1 d.v.s. att a? — a ar delbart
med p och visa att da méaste ocksd (a + 1)? — (a + 1) vara delbart med
p. Binomialteoremet ger

(a+1)p:ap+( p1>a”_1+~-~+(Z)a’“l—...—l—(f)a—i—l.
p—

Binomialkoefficienterna
py___rt
k El(p —k)!

dir 1 < k < p — 1 naturliga tal. De ar ocksa delbara med p ty

Pl = kl(p— k)! <Z>

och p delar uppenbarligen vénsterledet och ddrmed ocksa hogerledet.
Men primtalet p &r inte delare till nadgon av faktorerna i k! och (p — k)!
eftersom de alla &r mindre &n p. Alltsd méaste p vara en delare till (2’)
Alla termer i binomialutvecklingen utom den férsta och den sista ar alltsa
delbara med p och vi har att

(a+1)P=a’+n-p+1
for nagot heltal n. D4 ar
(a+1)P—(a+1)=ad’+np+1—(a+1)=(a’ —a)+mnp
som ar delbart med p eftersom aP —a &r det enligt induktionsantagandet.
Fermats lilla sats dr harmed bevisad.
Bevis i Gauss anda

I sitt stora verk Aritmetiska undersékningar fran 1801 ger Gauss talte-
orin en logisk struktur. Manga kénda resultat fran antiken och framat
fogade han in i ett system som paminner om Euklides Elementa. Har
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finns resultat fran antiken och fran Fermat, Leibniz, Euler, Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) m.fl. Gauss bidrog ocksd med nytt material. Alla
satser ar bevisade och stilen &r klar och enkel. De grundldggande de-
larna &r en forebild fér dagens larobocker i talteori. En av mina elever
hade fatt i uppgift att ga igenom delar av Aritmetiska undersékningar
och sade vid redovisningen- "Varfor skriver man egentligen nya bocker i
grundldggande talteori. Gauss framstéllning ar ju odvertraffad.”

Modulorikning

Gauss infér modulobegreppet och det innebér att framstéllningen kan
kortas ner och darmed blir mer 6verskadlig. Han gor foljande definition:

Lat n vara ett naturligt tal. Om a och b ar heltal sa séger vi
att a dr kongruent med b modulo n om a — b &r delbart med
n. Vi skriver da

a=b mod n.

Vi kan ocksa sdga att a = b mod n precis da heltalen a och b ger
samma rest vid division med n.

Gauss visade foljande tva grundldggande men enkla samband som
innebar att man pa ett enkelt sétt kan rdkna med modulobegreppet:

Om n &r ett naturligt tal och a, b, ¢ och d &r hela tal sdidana
att

a=b modnochec=d modn

sa géller att

(atc)=(bxtd) modnocha-c=b-d modn.

Vi visar den del som avser multiplikation och ldmnar addition och sub-
traktion till den eventuelle ldsaren.

Anta att @ = b mod n och ¢ = d mod n. Det innebér att
a — b = sn respektive ¢ — d = tn dér s och t ar heltal. D& ar

a-c=(b+sn)-(d+tn)=b-d+n(s+1t+st)

och eftersom s+t + st &r ett heltal betyder det att a-c=b-d
mod n.

Vi anvinder manga ganger modulo-begreppet i vardagen om &n omed-
vetet. Idag &r det torsdag. Vilken veckodag &r det om 100 dagar? Vi
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sitter ett nummer pa varje veckodag och ger séndag nummer 0, mandag
nummer 1 o.s.v. Torsdag har alltsa nummer 4. Vi konstaterar att

4+100=104 =6 mod 7.

Dagen vi soker alltsa en 1ordag.

En mer teoretisk fragestéllning ar foljande: Bestdm entalssiffran i
talet 37° - 543. I detta fallet riknar vi modulo 10. Eftersom 37 = 7
mod 10 har vi att

37°=7"=49-49-7=9-9.7=81-7=1-7=7 mod 10
och da 54 =4 mod 10 har vi att
543 =43 =64=4 mod 10
Vi har sammanfattningsvis
37°.54°=7-4=28=8 mod 10

och den efterfragade entalssiffran &r alltséa 8.

Vid rédkning modulo n sa géller att varje heltal a dr kongruent med
precis ett av talen 0, 1, 2, ... n — 1 d.v.s de rester man far om man
dividerar a med n.

Vi har sett att vi pa vanligt sdtt addera, subtrahera och multiplice-
ra. Kan man dividera? Knappas troligt eftersom kvoten av tva vanliga
heltal i regel inte &r ett heltal. Men det visar sig att det finns en slags
motsvarighet till division om vi rdknar modulo p dér p &r ett primtal.
Det finns en sats som séger att om p ar ett primtal och p inte &r en delare
till @ sa har den diofantiska ekvationen

ar+py =1

alltid losningar = och y som &r heltal. Beviset grundar sig pa Euklides
algoritm och finns i den forsta texten i denna serie, Fyra fundamentala
teorem, och det skulle ga alltfor langt att ga igenom det hér. Det kan
ndmnas att Euklides algoritm finns i Elementa men da i geometrisk form.

Antag nu att p ar ett primtal och att a &ar ett heltal sddant att p inte
ar en delare till a d.v.s. att inte a = 0 mod p. D& finns alltsa heltal x
och y sadana att ax +py = 1 d.v.s. ax = 1 — py vilket medfor att ax = 1
mod p. Vi betecknar i fortsittningen ett sddant z med o’. Vi har visat
att

Om p &r ett primtal och om a &r ett heltal som inte ar delbart
med p s& finns ett heltal a’ sddan att a-a’ =1 mod p.

Vi ger nagra exempel: 5-3=1 mod 7och3-3=1 mod 7.
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Beviset
Fermats lilla sats kan formuleras pa foljande satt:

Om p &r ett ett primtal sa giller att
a’? =a mod p
for alla heltal a.

Antag att a &r ett heltal som inte dr delbart med p. Varje tal i f6ljden

1,a,a%, a3 a*, ... a", ...
har en rest som &r négot av talen 1, 2, ..., p — 1. Resten kan inte vara 0
for det skulle innebéra att p ér en delare till a’ for nagot j > 0 vilket i sin
tur skulle innebéra att p delar a och det strider mot férutséttningarna.
Antalet mojliga olika rester i foljden ar alltsé p — 1 och det betyder att
alla talen i den oéndliga f6ljden inte kan var olika.

For att forenkla framstéllningen infor vi betecknings a for den rest man
far om heltalet a divideras med p. Alltsa &r a ett av talen 0,1,...,p— 1.

Det finns alltsd j och k dir j < k sadana att o/ = aF Anta att k &r
det minsta talet sadant att a* ger samma rest som ett av de foregaende
talen. L ~ ~

Det betyder att 1,a,...,a*~1 alla ér olika och att a7 = a* for nagot
heltal j sadant att j < k.

Eftersom p ar ett primtal och p inte delar a s finns ett tal a’ sddant att
a-a’ =1 mod p. Vi multiplicerar bada sidor i ekvivalensen

a*=a’ modp

med (a’)? vilket ger '
a*7=1 mod p.

Vi sitter k— j = s och konstaterar att talen 1,a,a2,...as"! alla &r olika
eftersom s < k. Dessutom géller

a®=1 mod p.

Vi noterar att om ¢ ir ett godtyckligt naturligt tal s& ér a' kongruent
med nagot av talen 1,a,a?,...,a* ! Med hjilp av divisionsalgoritmen
kan vi ju skrivat =s-q+r dir 0 <r < s och

a'=a*"""=0a%-a" =a” modpdir0<r<s.
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Vi betraktar nu mangden
H= {1,&,(1_2,...7(15—1}
som har s tal som alla &ar olika.

Om H innehaller alla rester modulo p s ér s = p och da &r a?~! =
a*~!' =1 mod p da a inte har resten 0 modulo p. Om vi multiplicerar
bada leden med a far vi att a? = ¢ mod p som géller ocksd da a = 0
mod p.

Anta nu att det finns ett tal b som inte ar delbart med a och att b inte
tillhor H. Da satter vi

bH = {ba,ba?, ... ba*~1}.
Alla talen i bH &r olika. Om ba® = ba? dir 0 < u < v < s d.v.s. om
ba" = ba” mod p

s& multiplicerar vi bada sidor i ekvivalensen med b’ dir b ar ett heltal
sadant att b-b =1 mod p och far att

u v

a*"=a" modpdirO<u<wv<s
vilket innebér en motsagelse.

Vi visar nu att ingen av resterna i bH kan tillhora H.
Antag motsatsen. Det skulle innebéra att ba* = a”
heltal w ochv dir0<u<s—-1,0<v <s—1.

Om v > u s multiplicerar vi bada sidor i ekvivalensen med (a’)* och
far b = a%(a’)* = a*~* mod p vilket innebiir att b tillhér H och det
innebdr en motségelse.

Om v < u < s—1 s& multiplicerar vi ekvivalensen med (a') och far
ba*~! = a"t*7 17" mod p d.v.s. b = at dir t ar ett positivt heltal och
det medfor ocksa att b ligger i H vilket ocksa innebér en motsigelse.

mod p fér nagra

s—1—-u

Méingderna H och bH innehaller alltsi s rester vardera och de har ingen
gemensam rest. Om de tillsammans utgor alla p — 1 rester som inte &r
0 s dr totala antalet sddana rester lika med 2s och alltsa dr 2s =p — 1
och vi har att

a?t=a*=(0)?=1>=1 modp

for alla heltal a¢ som inte &r delbara med p. Om vi multiplicerar bada
sidor med a far vi att a? = a mod p for alla heltal a.
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Om det finns en rest & som varken ligger i H eller bH sé bildar vi ¢H och
visar pa analogt sitt att var och en av H,bH och ¢H innehaller s olika
rester och att ingen rest samtidigt ligger i tva av méngderna. Om det
inte finns rester som inte ligger i nagon av méangderna H,bH eller ¢H sa
ar totala antalet rester skilda fran 0 lika med 3s och vi har p — 1 = 3s.
och kan pa samma sétt som i forra fallet visa att a? = a mod p.

Om det finns en rest d som inte ligger i nigon av H,bH eller ¢H sa
bildar vi dH och sa vidare. Eftersom antalet rester som #r skilda fran 0
ar dndligt kommer vi till slut att f& n méngder med s — 1 rester vardera
dér ingen rest samtidigt ligger i tva av mingderna. Alltsa &r p — 1 = ns
och vi kan som forut visa att a? = a mod p.

Fermats lilla sats ar ddrmed bevisad.

For manga kénns kanske det forsta beviset enklare. Det andra inne-
haller mangder av sma korta resonemang som kanske doéljer den béarande
idén: Att det gar att dela upp de p — 1 resterna i ett antal delar dar de
olika delarna innehaller lika manga rester och att ingen rest samtidigt
finns med i tva delar. Induktionsbeviset visar att det monster Fermat
sett stdmmer. Det gor givetvis det andra ockséd men det leder samtidigt
till ett sétt att resonera som man kan finna i teorin for dndliga grupper.
I Gauss bevis kiinner man igen det som kallas Lagranges sats och som
sdger att om G ar en dndlig grupp och om H &r en undergrupp till G s&
ar antalet element i H en delare till antalet element i G. Lagrange sats ar
grundldggande i gruppteorin. For den som vill bekanta sig med grupp-
teori och Lagranges sats hénvisas till elementéra ldrobocker i modern
algebra t.ex. Per-Anders Svenssons Abstrakt algebra, Studentlitteratur.
2001.
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Fermat bestammer
maxima och minima

Ju mer originell en upptickt dr desto mer
uppenbar dr den efterdt.
Arthur Koestler (1908-83)

Manga problem i verkligheten handlar om optimering. "Hur kan jag
maximera vinsten av en verksamhet under givna villkor?” Eller lite mer
pessimistiskt: "Hur kan jag minimera forlusten?” I matematiken finns det
en sirskild gren som kallas Optimeringsldra och enklare typer av opti-
meringsproblem ingar i de vanliga matematikkurserna pa gymnasiet. De
verktyg man anvinder himtas fran differentialkalkylen. "Foér att bestadm-
ma maxima och minima sitter vi derivatan lika med 0.” Det ar ofta den
férsta tanke man far nir man ska bestdimma maximum och minimum
till ett givet uttryck.

Utan tillgang till symbolisk algebra och utan derivator 16ste man
redan under antiken optimeringsproblem. Problemen var oftast geomet-
riska. Ibland kunde man gora kvalificerade gissningar genom att férmoda
att den optimala l6sningen borde ha vissa symmetriegenskaper. Déaref-
ter ger man ett stringent bevis for att formodan ar korrekt. Vi ger ett
exempel som dr hamtat fran Euklides Elementa.

Bestdm den rektangel med en given omkrets som har storst
area.

En rektangel med mycket liten hojd bor ha en area som &r néra
noll och desamma géller om basen ar mycket liten. Rektanglarna blir



da smala remsor. En rimlig gissning &r att den storsta rektangeln dr en
kvadrat och for att visa det hanvisar vi till figur 1.

Bl C1

Dy

Figur 2:

Rektangeln ABC'D é&r en kvadrat med den foreskrivna om-
kretsen och AB;CyD; &r en rektangel med samma omkrets.
Arean av rektangeln AB;C1 D, far vi genom att fran kvadra-
ten ABC'D subtrahera arean av rektangeln Dy EC'D och ad-
dera arean av rektangeln BB,C1 E.

Eftersom ABCD och AB,CyD; har samma omkrets s mas-
te EC = EC’1

Eftersom B1C7 < BC sa &r arean av BB1C1D mindre &n
arean av D1 ECD .

DA, vi fran kvadraten ABC D subtraherar mer dn det vi adde-
rar till den, maste arean av rektangeln AB1CD; vara mindre
an arean av kvadraten ABC D

Alltsd ar kvadraten storre &n eller lika med varje rektangel
med samma omkrets

Visserligen dr resonemanget i detta fallet enkelt och l6sningen &r
elegant, men den ger knappast nagon ledning till hur man ska 16sa andra
liknande optimeringsproblem. Fermat kidnde naturligtvis till det klassiska
problemet fran FElementa. Han hade ocksa blivit bekant med den nya
symboliska algebran i den form den introducerades av Francois Viéte
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dar man kunde rédkna med obekanta storheter som symboliserades med
bokstéver. Fermat sag hur man kunde utnyttja det for att 16sa problemet
med en metod som borde kunna anvéndas for att 16sa andra problem av
liknande natur. Hans 16sning &r som foljer.

Att dela en given stricka AC i en punkt E si att AE - EC
ar mazimal.

Figur 3:

Vi satter AC' = b; 1at a vara den ena av de bada delarna. D4
dr den andra b—a och produkten vars maximum ska berédknas
ar ba — a®. Lat nu den forsta delen vara a + e och den andra
b — a — e och produkten ba — a® + be — 2ae — €. Detta maste
var ungefir lika med ba — a?. Om vi avligsnar gemensamma
termer betyder det att be ~ 2ae + e2. Dividera med e och
sitt e = 0; b = 2a. Losningen till problemet &r alltsa att vi
ska vélja a lika med halva b.

Vi kan knappast tédnka oss en mer allmén metod.

Loésningen dr himtad fran D.J.Struik, A Source Book in Mathematics,
1200-1800P] diir man ocksé kan se hur Fermat anviinde samma teknik for
att bestimma tangenter till kurvor. Texten méaste vara tillrdttalagd sa
att den ska vara latt att forsta utan att huvudidén gar forlorad. Fermats
ursprungliga text dr fran ett brev till Mersenne 1638 och har titeln En
metod att bestimma mazimum och minimum samt tangenter till kur-
vor. Det publicerades férst 1678 i samband med utgivningen av Fermats
samlade verk. Formodligen var Fermats algebraiska rédkningar svarare
att folja &n vad den &r i ovanstaende text. Han anvénde sig av Viétes
notationssystem som var klumpigare &n det vi anvénder idag, som har
sitt ursprung i Descartes La Géometrie. Descartes var mycket kritisk
till Fermats metoder. Fermat tog for ovanlighetens skull illa vid sig och
svarade med en kritik av Descartes verk.

5D.J.Struik, A Source Bokk in Maathematics, 1200-1800, Harvard University
Press/Oxford University Press. London. 1969.
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Naturligtvis finns det en del att invinda mot Fermats resonemang.
Han forutsétter att e # 0 och sétter sedan e = 0. Han pastéar ocksa att
i nérheten av ett maximum s& &r variationen néstan lika med 0. Det
var nagot som Johan Kepler (1571-1630) hade hivdat nigra decennier
tidigare.

Fermats metod att 16sa optimeringsproblem &r ett av de arbeten som
banade vig for en ny gren av matematiken, differential- och integralkal-
kylen. Kalkylen, som den ocksa kom att kallas, var revolutionerande inte
bara for matematiken utan ocksé for fysiken. De grundliaggande verken
av Newton och Leibniz publicerades pa 1680-talet. Det var inte bara
Fermats arbeten som banade vig for kalkylen. Matematiker som Bo-
naventura Cavalieri (1598-1647), Gil de Roberval (1602-75) och Blaise
Pascal berdknade areor av omraden som begrinsades av krokta kurvor
som y = x™ dar n = 3, 4, cykloiden och y = sin x. Den metod de anvénde
handlade om att dela in ett omrade i odndligt manga oéndligt sma delar
och den forebadade integralkalkylen. Samma typ av resonemang finns
hos nagra av antikens stora matematiker som t.ex. Arkimedes (287-212
f.Kr.). Fermats arbete ar mig veterligen ett av de fa som forebadar dif-
ferentialkalkylen.
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Fermat och Pascal
diskuterar hasardspel -
sannolikhetslaran fods

Kunskapens borjan dr upptickten av ndgot som vi inte forstdr.

Blaise Pascal (1623-62)

Ar 1654 stillde den franske adelsmannen Chevalier de Méré, som
var en passionerad spelare och dessutom intresserad av matematik, en
fraga till den d& trettioettarige matematikern Blaise Pascal: "Hur ska
insatsen i ett spel fordelas om det avbryts i fortid?”. Ett exempel far
belysa fragestdllningen: Anta att man spelar krona och klave till dess
antingen krona eller klave kommer upp fyra ganger. Spelare A vinner
om krona kommer upp fyra ganger och B vinner om klave kommer upp
fyra ganger. Efter hogst sju kast har antingen A eller B vunnit. Bada
spelarna har satsat lika mycket och den som vinner far hela potten. Anta
att spelet av olika skil maste avbrytas efter fem kast. D& har krona
kommit upp tre ganger och klave tva. Hur ska insatsen fordelas?

Pascal var trots sin ungdom véalkdnd i matematiska kretsar och hade
bidragit med viktiga resultat inom bade matematik och fysik. Han var en
del av Mersennes natverk dar ocksd Fermat ingick. Pascal tog kontakt
med den 22 ar dldre Fermat for att diskutera de Mérés problem. Det
var upprinnelsen till en korrespondens som visentligen dgde rum under
sommaren 1654 och den brukar betcknas som sannolikhetsldrans fodelse.



En engelsk 6versdttning av brevvixlingen finns tillgdnglig pa néitetﬂ
Tyvarr saknas det forsta brevet fran Pascal till Fermat som satte igang
diskussionen. Man slas av tonen i breven. Bada &r angeldgna om att
betona den andres storhet trots att de papekar bristerna i motpartens
resonemang. Férmodligen var det sédttet man vanligen kommunicerade
pa men kinslan verkar &ndéa uppriktig. Den unge geniférklarade Pascal
tar kontakt med den &ldre Fermat som han tydligen respekterar och
Fermat behandlar den tjugo ar yngre Pascal som en jamlike. Det &r en
akademisk diskussion nér den &r som bést. Man vander ut och in pa
fragestallningarna och landar till slut i en samsyn.

I det forsta brevet, som vi inte har tillgang till, behandlar Pascal ett
problem liknande det vi tidigare beskrivit. Av svaret fran Fermat framgar
att han inte kan accepetera Pascals resonemang och han anger en egen
16sning av problemet. Det problem Pascal studerar &r som foljer.

Tva spelare A och B spelar krona och klave. Varje gang myn-
tet visar krona far A en podng och om det visar klave far B
en podng. Den som forst kommer till tio har vunnit. Bada
satsar lika mycket och segraren far hela potten. Antag att
spelet bryts da A saknar tva podng och B tre. Hur ska da de
satsade medlen fordelas mellan dem?

For att 16sa problemet studerar Fermat vad som skulle ske om inte spelet
avbrutits. Efter ytterligare fyra spel maste spelet var avgjort. D& méaste
A ha fatt minst ytterligare tva poédng eller B tre. Fermat bestdmmer
vad som kan hénda under de fyra kommande spelen och far foéljande
mojligheter

AAAA AAAB AABA AABB

ABAA ABAB ABBA ABBB

BAAA BAAB BABA BABB -

BBAA BBAB BBBA BBBB

Av dessa vinner A alla utom ABBB, BABB, BBAB, BBBA och BBBB.
Alltsa vinner A 11 och B 5 ganger. Om de bada spelarna satsat 8 pistoler
var s& ska A ha 11 och B 5 pistoler.

Pascal forstar resonemanget men har svart att acceptera att Fermat
raknar med héndelser som aldrig kommer att dga rum som t.ex. AAAA
och BBBA. 1 det forsta exemplet avbryts spelet efter tva kast eftersom A
redan da har vunnit och de tredje och fjarde kasten behover inte goras. [
det andra exemplet har B vunnit efter tre kast och nagot fjarde kast gors
inte. I Fermats lista finns manga exempel pa sddana héndelser. Pascal
vill i sina berdkningar bara utgd fran de héndelser som verkligen kan

6Se york.ac.uk
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intraffa. Hans resonemang blir da betydligt mer omsténdligt &n Fermats
och han far inte samma resultat. Fermat gar igenom Pascals rakningar
och hittar ett fel. Pascal inser felet, rattar det och kommer da till samma
resultat som Fermat. Han gor en generalisering dér man har tre spelare
istéllet for tva. Det resultat han kommer fram till med den metod han
tillimpat i fallet med tva spelare stimmer inte med det som han anser
att Fermats metod ger. Fermat svarar att Pascal missuppfattat hans
metod och i sjélva verket ger de bada metoderna samma resultat. De
avslutar diskussionen i enighet.

v

Figur 4: Pascal kommer i brevvixlingen in pa kombinatoriska problem som senare
skulle resultera i en artikel om vad vi vi idag kallar Pascals triangel. Hans aritmetiska
triangel ar rédtvinklig och likbent med kateten 10. Den innehaller likformiga triang-
lar med kateterna 1, 2, ..., 9. De olika kolonnerna numreras fran 0 till 9. For att
bestdmma antalet kombinationer av 2 element valda bland 4 foljer man hypotenu-
san i triangel nummer 4 och véljer det tal som som star i kolonn 2. Resultatet ar 6.
Triangeln ar konstruerad sa att 6 &r summan av talen ndrmast Sver och ndrmast till
vanster d.v.s. 6 = 3 + 3.
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I brevvéaxlingen tar de bada matematikerna upp en rad andra frage-
stillningar. Fermat forsoker intressera Pascal for talteoretiska problem
men Pascal &dr kallsinnig. Pascal kommer i sina resonemang in pa kombi-
natoriska problem som leder fram till det vi idag kallar Pascals triangel
och som han tio ar senare publicerar i artikeln Traité de triangle arithmé-
tiqgue. Hur Pascas triangel sag ut i sin ursprungliga form finns figur 3.

De tva parterna skiljs i enighet och betygar varandra sin vordnad.
Fermat vill girna att de triffas men har varken tid eller ork att aka
hela végen fran Toulouse till Paris. Han foreslar att de mots pa halva
vigen, men Pascal tycker inte han har tid med det. Han tycker inte ldngre
matematiken dr sa viktig och har borjat dgna sig at religitsa fragor och
valgorenhetsarbete. Han skriver

For att tala uppriktigt till er om matematik, sa &r den for mig
den allra basta intellektuella traning, men pa samma gang
anser jag den sa oanviandbar att jag inte kan skilja mellan en
matematiker och en duktig hantverkare. Aven om jag anser
den vara det bédsta hantverket i virlden sa dr den bara ett
hantverk och jag har ofta sagt att den ar bra att tréna sig
P& men inte att att dgna hela sin kraft at.

Pascals religitsa tankar finns i hans mest berémda verk fran 1669 och
som Oversatts till svenska och heter Tankar. Han aterkommer emellertid
till matematiken men &ven i Tankar finns det en mening som man kan
associera till vadhallning och spel: "Jag skulle hellre leva mitt liv som
om det finns en Gud och do for att upptécka att det inte gor det, dn att
leva som det inte finns nidgon och do for att uppticka det gor det.”

Fermat ldmnade inte helt problematiken kring hasardspel. Han for-
medlade sin korrespondens med Pascal till Christian Huygens (1629-95)
som 1657 publicerade det forsta sammanhé&ngande verket om sannolikhe-
ter De ratiociniisin ludo aleae som Gversatt till svenska blir ”Att resonera
om chanser vid spel”. Arbetet ar kort och koncist. Det omfattar bara fjor-
ton sidor och Huygens anvinder sig av den nya symboliska algebran. I
sin brevvéxling anvinder sig varken Fermat eller Pascal av begreppet
“sannolikhet”. Det finns implicit i resonemangen om hur potten ska for-
delas. Huygens anvéinder sig inte heller av ordet men han ar mycket néra
i en av de grundldggande propositionerna som lyder

Antag att jag har p mojligheter att tjina a och ¢ mojligheter
tjana b. Om varje mojlighet forutsétts ha samma chans sa
kommer min foérvintade fortjanst att vara (ap + bq)/(p + q).

Sannolikhetsldran &r nu en oundgénglig del av matematiken och den
har uppstatt kring fragestéllningarna kring hasardspel. Redan Girolamo
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Cardano (1501-76) diskuterade hasardspel i sitt verk Liber de ludo alea
dér en stor del dgnas at gladjen och faran med spelandet, men han goér
ockséa forsok att méta chanser. Han 14t aldrig trycka sitt verk sa det
kom inte att ha nagon storre betydelse for utvecklingenm Det var alltsa
Fermats och Pascals brevvéixling som blev borjan till sannolikhetslaran
som sedan fortsatte med Huygens arbete och senare med viktiga verk
som t.ex. Jacob Bernoullis (1654-1705) arbete Ars conjectandi, "Kons-
ten att gissa”, fran 1713 och Pierre Simon Laplaces (1749-1827) Théorie
anlytique de probabilités fran 1812. Sannolikhetsldran skulle under fors-
ta hilften av 1900-talet kopplas samman med &mnet statistik och &r
nu ett effektivt hjidlpmedel for att beskriva olika delar av verkligheten
och for att utforma underlag for beslutsprocesser pa olika nivaer. Den
utvecklingen startades av Pascal och Fermat.

7 Liber de ludo aleae publicerade férst 1663 nistan hundra ar efter Cardanos déd.
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