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Forord

Denna lilla skrift har tillkommit pa grund av ett 6verskott av tid och av
ett obotligt intresse féor matematik. Nar man blir tillrdckligt gammal —
en bra bit 6ver 80 ar — kan man inte undervisa ldngre, formagan att ge
egna bidrag till den matematiska forskningen har sedan lange forsvunnit
och att ge sig pa att skriva ldroboksliknande alster kidnns orealistisk da
man inte langre har kontakt med elever. Men det ar svart att pa alderns
host helt lamna det som sa praglat ens liv och bara dgna sig at social
verksambhet, korsordslésning och TV-tittande. Om den rent fysiska rorel-
seférmagan avtar visentligt minskar dessutom mojligheterna till diverse
aktiviteter drastiskt. Det blir tid 6ver till att bara sitta och lata tankarna
fara. Till barn och barnbarn och barnbarnsbarn, till det bekymmersam-
ma varldslaget och till de praktiska problemen att fa vardagen att fun-
gera. Men ocksa till det &mne som sd dominerat mitt yrkesverksamma
liv. Risken att tankarna far vilse &r inte helt forsumbar. For att fa nagot
konkret att gora beslot jag mig for att skriva ner nagra funderingar kring
matematik. Det skulle ge struktur at vardagen och tankeverksamheten
och vara ett slags arbete. Nar det var gjort skulle jag med gott samvete
kunna dgna mig at korsordslosande eller lasande eller TV-tittande eller
dagdrommeri.

Men vad skulle jag d& skriva om? Jag vet inte hur men jag kom fram
till att skriva om nagra viktiga teorem som finns med i de grundlaggande
kurserna i matematik som jag dgnat en stor del av mitt liv at att under-
visa. Jag skulle kunna reflektera 6ver deras bakgrund, jag skulle bevisa
dem, diskutera hur de tillaimpas och ge en historik. Dessutom skulle jag
ha med ett avsnitt dér jag associerade fritt. Sa ténkte jag och sa fick det
bli.

Jag fastnade for fyra satser: Pythagoras sats, aritmetikens funda-
mentalsats, algebrans fundamentalsats och analysens fundamentalsats.
For att skapa négon form av enhetlighet tog jag mig friheten att ge
Pythagoras sats tillnamnet geometrins fundamentalsats. Varje sats be-
handlas genom foljande underrubriker: Vad séger satsen?, Hur bevisas
den?, Tillimpningar, Historik och Reflektioner. Att satsen skulle formu-
leras och bevisas fann jag sjilvklart. Mina erfarenheter som ldrare har
lart mig att det ar viktigt att for eleverna motivera de matematiska be-
greppen som jag infér och de teorier och metoder som jag lar ut. Det
finns manga sitt att géra det men fér mig fanns det tva huvudvégar.
Vilken jag valde berodde till en stor del pa studenternas bakgrund. Den
ena ar att visa att det finns problem utanfér matematiken som leder till
den matematik vi ska behandla. Den andra &r att folja den historiska
utvecklingen. Jag har fatt tva fragor av studenter och de har varit vig-
ledande. Den ena ar ”Vi har nu gjort definitioner, bevisat satser och 16st



problem. Men varifran kommer allt det har? Jag saknar den historiska
dimensionen.” och den andra "Vad ska vi ha allt detta till? Vem serieut-
vecklar pa arbetstid?”. Att diskutera hur satserna kan tillimpas och ge
en kortfattad historik bakom dem kéndes viktigt. Sedan ville jag ocksa
ta mig friheten att utifran satserna lata tankarna svéva relativt fritt.

Naturligtvis har jag anvint mig av litteratur men den bestar av de
larobocker jag anvint som elev och ldrare. Vissa fakta har jag kontrollerat
pa Internet. Bakgrundskéllorna dr av standardtyp och jag har darfor
inte med nagon litteraturlista. Beviset for algebrans fundamentalsats ar
kanske ett undantag. Det har jag rekonstruerat fran minnesbillder fran
mina studier for tva betyg i Lund.

En fraga instéllde sig. Vem skriver jag for? Naturligtvis i forsta hand
for mig sjélv. Men jag tror att jag haft studenterna pa de inledande
basala kurserna i matematik pa hogskoleniva i tankarna. Jag kdinner mig
pa nagot sitt hemma dér. De kurserna har jag undervisat pa i decennier.
For visst kan det behovas en del vad jag vill kalla matematikvana for att
i detalj kunna folja delar av texten. Det géller framfor allt bevisen. Jag
har inte vinnlagt mig om att tillrittaldgga texten sa att vem som helst
kan forsta allting. Jag har heller inte lagt mig vinn om att definiera alla
begrepp utan raknar med att ldsaren kan gora sig en tillrackligt bra bild
av dem. Vem som helst far naturligtvis ldsa texten och kan ju hoppa
over de delar som &ar alltfor tekniska. Sa har jag gjort manga ganger da
jag last matematik. Lés sa& mycket ni vill och orkar!

Vixjo nyarsdagen 2026
Anders Tengstrand



Pythagoras sats eller
Geometrins
fundamentalsats

Hjdrnan i mig vrides,

Ndr jag tinker pa Euklides

och pa de trianglarna

ABC och CDA.

Svetten ur min panna gnides
varre an pd Golgata.

Carl Michael Bellman (1740-95)

Vad sager satsen?

For de flesta &r matematik detsamma som réakning - ett antal algoritmer
som man ska lara sig och léara sig tillampa. Att det finns matematiska
resultat och samband av mer generell natur ar for de flesta obekant -
mojligen med ett undantag, Pythagoras sats. Den finns pa nagot sétt
i det allmdnna medvetandet. Den kan till exempel dyka upp i korsord.
Vad kan det bero pa? Kanske ar det for att satsen ar relativt enkel
att formulera samtidigt som dess innehall &r férvanande. Kanske ar det
terminologin. Ord som "katet” och "hypotenusa” ar egendomliga och lite
fantasieggande.

Pyhagoras sats handlar om rétvinkliga trianglar och ger ett enkelt
samband mellan deras sidor. De bada sidor som utgar fran den réta



Figur 1: En rétvinklig triangel ABC med hypotenusan AB = c och kateterna AC' = b
och BC = a.

vinkeln kallas kateter och den tredje sidan kallas hypotenusa. Satsen
sager foljande:

Pythagoras sats I en rdtvinklig triangel dr summan av kvadraterna pa
kateterna lika med kvadraten pa hypotenusan.

Om vi betecknar ldngderna av kateternas uttryckta i nagon lingden-
het med a och b och langden av hypotenusan med c s& géller alltsa

a’>+ v =¢?

och det &ar antagligen i denna algebraiska form som de flesta kéinner igen
sig. Men man kan ocksa se sambandet rent geometriskt som i figur 2.

Hur bevisas den?

Pythagoras sats ger ett samband mellan sidorna i en ratvinklig triangel
som man knappast inser utan vidare. Det krdvs nagon form av bevis. Det
finns manga bevis av satsen och det finns bocker som presenterar om-
kring hundra sadana. I verket Elementa ger den grekiska matematikern
Euklides (ca 325 — 265 f Kr) en systematisk framstéllning av den tidens
kunskaper inom geometrin. Utifran fem fundamentala pastaenden som
han accepterar utan bevis bygger han upp en logiskt sammanhéngande
teori dir den tidens resultat presenteras. Ett av resultaten ar naturligt-
vis Pythagoras sats och hans bevis ges langre fram. Ett nagot enklare
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Figur 2: Pythagoras sats sdger att summan av areorna av de bada mindre kvadra-
terna BB’C’C och CC" A’ A med sidorna a respektive b iar lika med arean av den
storre kvadraten AA” B” B med sidan c.

bevis far vi genom att ldgga pussel. som i figur 3. Pusslet forklaras i
bildtexten.

Detta bevis kinde sidkert Euklides till men han anvénder det inte i
Elementa. Han véljer ett annat som &r mer komplicerat. Man kan fraga
sig varfor? En gissning kan vara att de operationer i form av flyttning-
ar som gors i det enklare beviset méaste bevisas i FElementas anda och
det kan vara komplicerat. Ett annat skdl kan vara att man kan se hur
kvadraten pa hypotenusan delas i tva delar som motsvarar kvadraterna
pa kateterna.

Nu kan det vara dags att ge Euklides bevis for Pytharoras sats. I
beviset anvinder sig Euklides av pastaenden som tidigare bevisats ndm-
ligen att en arean av en triangel ar hélften av arean av en rektangel med
samma ho6jd och bas. Han anvénder sig ocksa av begreppet kongruens.
Tva trianglar &r kongruenta om motsvarande sidor och vinklar &r lika
stora. Han har tidigare visat att om tva sidor och mellanliggande vin-
kel i den ena triangeln ar lika med motsvarigheterna i den andra sa ar
trianglarna kongruenta d.v.s. den aterstaende sidan och de bada 6vriga
vinklarna ar da automatiskt lika stora.



—

Figur 3: Véar ratvinkliga triangeln ar langst till vianster. Vi gor fyra kopior av den
och placerar dem som i figuren i mitten. Det bildas da tva kvadrater. Den storre har
summan av kateterna som sida medan den mindres sida &r lika med hypotenusan.
Placera nu istéllet de fyra trianglarna i den storre kvadraten som i figuren langst till
hoger. Kvadraten pa hypotenusan ar lika med det vita omradet i figuren i mitten,
som ar lika med hela kvadraten minus de fyra ratvinkliga trianglarna. Men summan
av bada vita kvadraterna i den hogra figuren &r summan av kvadraterna pé kateterna
och den summan ar ocksd lika med den stora kvadraten minus summan av de fyra
ratvinkliga trianglarna. Alltsa &r kvadraten pa hypotenusan lika med summan av
kvadraterna pa kateterna.

Euklides bevis av Pythagoras sats. I beviset hinvisas till figur 4.
En rit linje genom C' vinkelrdt mot sidan AB skir AB i D och A”B" i
D".

Kvadraten med sidan ¢ delas av strickan D D" i tva delrektanglar, BB"” D" D
och AA”"D"D.

Det visar sig att dessa har samma areor som kvadraterna pa kateterna
a respektive b och av det foljer ju satsen. Varfor ar det sa?

Triangeln BB”C har basen BB"” och héjden B”D”. Dess area ar alltsa
hélften av rektangeln BB"” D" D:s.

Men triangeln BB”C ar kongruent med triangeln BB’ A.

Sidorna BB’ och BA i triangeln BB’A &r ndmligen lika stora som BC
respektive BB” i triangeln BB”C. Vidare ar vinklarna B’ BA och B” BC
lika stora eftersom béada &r lika med vinkeln ABC' plus en rét vinkel.
Men triangeln B’BA har basen BB’ och hijden BC och dess area &r
dérfor halva arean av kvadraten med sidan a.

Eftersom trianglarna BB C och BAC’ dr kongruenta har de samma
area.

Den forstnamndas area ar hélften av arean av rektangeln BB” D" D och
den andra &r hilften av kvadraten med sidan a.

Alltsé har rektangeln BB” D" D samma area som kvadraten pa sidan a.
P4 samma satt visas att arean av rektangeln AA” D" D &r lika stor som
arean av kvadraten pa kateten b.
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Tillampningar

Pythagoras sats sdger att om vi kidnner tva sidor i en réatvinklig triangel
sa kan vi berdkna den tredje. Det &r uppenbart att den har tillimpningar
inom omraden som har med métning av striackor att gora. Det kan gélla
geodesi, kartritning, navigering, astronomi och mekanik.

Att triangeln &r réatvinklig innebédr naturligtvis begrdnsningar. En
slags generalisering &r cosinusteoremet som sager att

=a?+b%>—2abcosC

dér vinkeln C' nu inte behdver vara rit. Satsen ar central inom triangel-
geometrin dar de trigonometriska funktionerna cos, sin, tan och cot spelar
huvudroller. Inom trigonometrin anvands ofta den trigonometriska ettan
som sager att

cos’x +sin’z = 1.

Det sambandet kan om man sa vill ses som en omskrivning av Pythagoras
sats.

Pythagoras sats kan ocksé anviandas for att konstruera en rat vinkel.
Om man bildar en triangel med sidorna 3, 4 och 5 i nagon lingdenhet
sa blir den storsta vinkeln réat. Talen 3, 4 och 5 uppfyller ju sambandet

3447 =5

Att darav dra slutsatsen att triangeln ar ratvinklig foljer emellertid inte
omedelbart av Pythagoras sats. Den s.k. omvéandningen till Pythagoras
sats sdger att om sidorna a, b och ¢ i en triangel uppfyller

a’>+ v =¢?

s& ar den vinkel som star mot sidan c rit. Vi har alltsa bytt pa férutsatt-
ning och slutsats. Omvéandningen &r enkel att bevisa om man en gang
visat Pythagoras sats. Det ségs att de gamla egyptierna konstruerade
rata vinklar med hjilp av trianglar med ldngderna 3, 4 och 5. Dessa
trianglar kallas egyptiska.

Historik

Pythagoras, som gett namn &t var sats, levde mellan 570 f.Kr. och 495
f.Kr. Han var en grekisk filosof och matematiker. Han var f6dd pa oén
Samos déir han ocksa under en stor del av sitt liv ledde en filosofisk sekt.
En av hans grundlédggande teser var att tillvaron var uppbyggd av tal.
Han sag bl.a. att tonerna fran en svingande striang forhaller sig som hela
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tal. Hans vérldsaskadnng fick sig en torn da det visade sig att forhallandet
mellan diagonalen och sidan i en kvadrat inte kan uttryckas med heltal
med andra ord att v/2 &r irrationellt. Han och hans medarbetare var
formodligen de forsta som kunde ge ett bevis for Pythagoras sats. Det
finns anledning att tro att hans bevis paminde om den pussellaggning vi
beskrev i féregaende avsnitt. Satsen var emellertid kiéind langt tidigare.
Vi ndmnde att i det forna Egypten anviinde man trianglar med sidorna
3, 4 och langdenheter for att konstruera en rétvinklig triangel. Pa en
over tretusen ar gammal lertavla fran Babylonien, den s.k. Plimpton
322, finns en slags motsvarighet till vara trigonometriska tabeller och
dar anviandes en motsvarighet till Pythagoras sats.

Varfor har da Pythagoras fatt ge namn at satsen? Vi har tidigare
ndmnt Fukides Elementa déar den tidens geometriska kunskap prestera-
des systematiskt. Utifran nagra enkla pastaenden s.k. postulat hérleds
de olika satserna med strikt logiska resonemang. Flementa har sedan
dess varit normgivande for framstéllning av matematiska teori. Det var
ett epokgorande verk och redan under antiken kom det att studeras och
bearbetas av manga matematiker. I det arbetet foll det sig férmodligen
naturligt att ge viktiga satser namn. Och var sats blev kanske bendmnd
efter Pythagoras for att hedra en av antikens mest berémda matemati-
ker. Elementa och manga andra av antikens skrifter 6versattes ocksa till
persiska under den s.k. islamiska guldaldern efter Romarrikets fall.

Nagra reflektioner

Enligt Pythagoras sats har en rektangel i planet med sidorna a och b

diagonalen ¢ dér
c= a2+ b2

En slags motsvarighet i rummet far vi om betraktar en lada eller en
ratvinklig parallellepiped med kanterna a, b och ¢. Rymddiagonalen d &r
da lika med

a? + b2 + 2
och det framgar av figur 5 med bildtext.

Genom att inféra ett koordinatsystem med tva respektive tre axlar
kan man ange ldget av varje punkt i planet och rummet genom talpar
(x1,x2) respektive taltrupler (z1, z2, x3). Ofta, kanske oftast, viljer man
ett koordintatsystem dér axlarna &r vinkelrdta och dar enheter pa ax-
larna. &r desamma Om punkterna P och @ har koordinaterna (x1,x2)
respektive (y1,y2)i ett sddant koordinatsystem s har strickan PQ enligt
Pyhagoras sats langden

d(P,Q)) = V/(x1 — 22)? + (y1 — 12)?-
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Figur 5: Enligt Pythagoras sats ar diagonalen e i den undre rektangeln lika med

Vb2 4+ c2. Genom att dn en ging anviinda Pythagoras sats nu pa den ritvinkliga
triangeln med sidorna a,e och d far vi att d = Va2 + €2 = va? + b2 + 2.

Motsvarigheten i rummet &r uppenbar. Om P och @ har koordinaterna
(21,2, x3) respektive (y1,y2,ys)i si ar

d(PQ) = /(z1 —y1)2 + (y1 — 12)* + (v3 — y3)%.

I manga sammanhang kan det vara intressant att studera foljder av n
tal (z1,2a,...,x,). Det kan t.ex. gilla métserier. Det ligger néra till
hands att matematiskt studera ett rum som bestar av sadana n-tupler.
Méngden av alla n-tupler (x1, xa, ..., x,) betecknas med R™. Planet och
rummet motsvarar alltsd R? respektive R3. Vi har formler fér avstanden
mellan tva punkter i planet och i rummet. Men vad skall vi mena med
avstandet mellan tva punkter i R™ om n > 47 Det dr da rimligt att
lata oss végledas av avstandsformlerna i planet och rummet och helt
enkelt definiera avstandet d(P, Q) mellan P = (z1,22,...,2,) och Q =

(Y1,Y2, -+, Yn) som

Ad(P,Q) = /(z1—11)> + (22 — 12)2 + ... + (T — Yn)?

Detta avstandsbegrepp kan inte askadliggéras pa samma sétt som av-
stand i det tvadimensionella planet och i det tredimensionella rummet.
Dér hérledde vi avstandsformeln med hjilp av Pythagoras sats och vi
utgar fran egenskaper hos geometriska begrepp som vi anser sjalvklara
eller som vi hérlett. Det dr den askadliga geometrin som &r grunden.
Det nya avstandsbegreppet i R™ dér n > 4 definieras rent algebraiskt
och geometriska egenskaper som vi dr vana vid och som knappast krévt
nagot bevis maste nu visas. Ett exempel dr den s.k. triangelolikheten
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som siger att summan av tva sidor i en triangel ar storre adn eller lika
med den tredje sidan. Likhet intréffar nér triangeln &r urartad och de
tre hornen ligger i rét linje. Om A, B och C &r tre punkter sa har vi att

d(B,C) < d(A, B) + d(A, O).

Den géller i R™ &ven om n > 4 men den kréver ett bevis som maéste
vara algebraiskt. Ett sadant bevis &r inte trivialt utan kraver en del
fingerfardighet.

Man kan g& &nnu ldngre och pé liknande sétt definiera avstandet
mellan tva funktioner. Antag t.ex. att f(z) och g(z) ar tva funktioner
som dr kontinuerliga pa ett intervall [a,b]. Avstandet mellan de bada
funktionerna kan da definieras genom

d(f.g) = / (f(z) - g(x))2dz.

Definitionen verkar vara ett rimligt matt pa skillnaden mellan de bada
funktionerna eftersom integralen kan uppfattas som en summa av oénd-
ligt manga oédndligt sma tal. Men naturligtvis finns det flera matt som
ar rimliga t.ex. maximum av |f(x) — g(z)| dér = varierar mellan a och b
eller

[ 176 = g(a)laz

men det visar sig att det matt som i ndgon mening inspirerats av Pyt-
hagoras sats har stora fordelar. Det &r i manga sammanhang lattare att
rdkna med. Vi har hér ett avstdndsbegrepp i ett odndligtdimesionellt
rum.

Generaliseringar fran det tredimensionella rummet till rum av hogre
dimension ar av stor betydelse i dagens matematik. Kvantmekanikens
sprak ar rent matematiskt och beskrivs i odndligtdimensionella rum av
funktioner dér det avstandsbegrepp som inspirerats av Pythagoras sats
ar fundamentalt.

Pythagoras sats 4r gammal och anviandes av egyptier och babylonier.
Den &ar héjdpunkten i den férsta boken i Elementa. I dagens matematik
kan man se spar av den sa snart avstandsbegreppet anvinds dven om
det ar abstrakt. Jag har darfor tagit mig friheten att ge Pythagoras sats
tillnamnet geometrins fundamentalsats.
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Aritmetikens
fundamentalsats

De hela talen skapade Gud. Allt annat dr mdanniskans verk.

Leopold Kronecker (1823-91)

Vad sager satsen?

Aritmetikens fundamentalsats handlar om primtal och &r central inom
talteorin, ett omrade inom matematiken dar man studerar egenskaper
hos heltalen. De naturliga talen 1, 2, 3, ... &r kanske de mest grundlig-
gande begreppen inom matematiken och om vi till dem fogar talet 0 och
de negativa talen —1, -2, —3, ... far vi de hela talen. Det ar naturligtvis
av intresse att undersoka vilka egenskaper dessa tal har.

Ett viktigt begrepp inom talteorin &r begreppet delare. Vi séger att
heltalet d ar en delare till heltalet a om det finns ett heltal b sadant
att @ = bd. S& ar t.ex. talen 2, 3, 4 och 6 ar delare till 12 eftersom
12=2-6=3-4.

Uppenbarligen &r talen 1,—1,a och —a alla delare till heltalet a ef-
tersom @ = a -1 = (—a) - (—1). Dessa delare brukar kallas triviala. De
delare som inte ar triviala kallas dkta delare. Ett heltal p ar ett primtal
om p > 2 och om p saknar dkta delare. Exempel pa primtal ar 2, 3, 5, 7
och 11. Det kan lédsaren sjilv l&tt kontrollera. Men hur dr det 90077 Det
innebér ett visst arbete att avgéra om det ar ett ett primtal eller inte. I
detta fallet &r svaret: Ja, det ar ett primtal. Men hur dr det med 80077
Det ar inte ett primtal.



Talteorin ar ett omrade som studerades systematiskt redan under
antiken. Euklides gav bl.a. ett bevis for att det finns odndligt manga
primtal. Ibland uppkommer primtalen parvis som tva pa varandra udda
tal som 3,5 och 5,7 och 11,13. Det dr d&nnu en 6ppen fraga om det finns
odndligt manga sddana primtalstvillingar eller ej. Inom talteorin finns
jamfoért med andra omraden inom matematiken méanga fragor som &r
enkla att formulera men svara att besvara.

Arimetikens fundamentalsats handlar om att skriva ett godtyckligt
heltal som &r storre &n eller lika med 2 som en produkt av primtal. Den
lyder pa foljande sétt:

Aritmetikens fundamentalsats Varje naturligt tal storre dn eller lika
med 2 kan kan skrivas som en produkt av primtal och framstdliningen ar
entydig om man bortser fran ordningen.

Vi ger nagra exempel.
84 =2.2-3-7 och 8007 = 3-17-157 och 8100 = 2-2-3-3-5.5 = 22.32.52,

Vi noterar att om talet n > 2 sjélv &r ett primtal som bestar produk-
ten av bara en faktor. Det kan verka konstigt med ett sadant sprakbruk
men vi anvander det héar.

Det kan vara skil att anmérka att om talet 1 hade rdknats som
primtal sa hade entydigheten forlorats.

Om n > 2 ar ett heltal s kan alltsé n skrivas

n=py-p2:..."Pn

dér p1,p2,...,p, r primtal. Om man samlar samman primtal som &r
lika s& kan framstéllningen skrivas

— 491 Q2 @
N=q g .- qy"

dar q1,q2,- - ., qm ar olika primtal och oy, as ..., a,, ar naturliga tal.

I ndgon mening bygger alltsa primtalen upp de naturliga talen. La-
saren kanske inte tycker att satsen &r sa revolutionerande. I motsats till
vad som var fallet med Pythagoras sats tror de flesta pa den utan att
kréva bevis. Om man nu tillhor skaran av skeptiker och férsoker genom-
fora ett bevis i Euklides anda visar det sig att det ar dr relativt latt att
visa att man kan skriva varje tal stérre &n 2 som en produkt av primtal,
men att visa entydigheten bjuder pa betydligt stérre svarigheter. Vi ska i
vart bevis anviinda centrala satser och metoder inom talteorin och dessa
har analogier inom andra delar av matematiken.
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Hur bevisas den?

Som vi redan ndmnt accepterar nog flesta med basala kunskaper i mate-
matik aritmetikens fundamentalsats utan ett formellt bevis. De tror pa
den. Men det kiinns otillfredsstéllande att inte kunna férklara varfor den
géller. Satsen innehéller tva delar. Den ena sdger att det gar att skriva
varje naturligt tal storre dn eller lika med 2 som en produkt av primtal.
Den andra séger att det bara gar pa ett sdtt om vi inte tar hénsyn till
ordningen. Det visar sig, som vi tidigare ndmnt, att den forsta delen kan
visas genom ett relativt enkelt resonemang medan den andra ar betydligt
svarare. Och kanske har manga en kénsla av att hir krévs nagon form
av bevis. Den kénns nar allt kommer omkring inte lika sjalvklart.

Innan vi gar in pa beviset skriver vi upp tva pastaenden som foljer
direkt ur definitionen och som vi kommer att anvéinda. Lasaren kan sjalv
visa dem.

Antag att a, b, d och n &ar heltal.

1. Om d ar delare till bade a och b sa ar d ocksé delare till summan
a + b och skillnaden a — b.

2. Om d ar delare till a sa &r d ocksé delare till na for varje heltal n.

Bevis av existensen

Vi borjar med att visa existensen - den enklare delen. Lasaren kanske
sjalv inser att om vi forst delar upp det aktuella talet i faktorer och
sedan faktorerna i faktorer o.s.v. sa maste vi till slut komma till en
punkt d& ingen av faktorerna kan delas upp mer - de ar primtal. For
att f& en mer stringent formulering kan vi anvinda oss av en variant av
induktionsprincipen som lyder som féljer.

Induktionsprincipen Lat P, vara ett pastaende om ett heltal n > ng.
Da ar P, sant for alla n > ng om foljande tva villkor &r uppfyllda:

1. P, ar sant for n = ng

2. Om vi hypotetiskt antar att P &r sant for alla heltal k£ sddana att
ng < k < n sa ar P,, ocksa sant.

Antagandet i punkt 2 brukar kallas induktionsantagande.

I vart fall 4r P,, pastaendet att heltalet n kan skrivas som en produkt av
primtal och ng = 2.
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Eftersom 2 &r ett primtal sa kan det skrivas som en produkt av primtal
med en faktor. Alltsa dr punkt 1 i induktionsprincipen uppfylld.

Antag nu att varje heltal mindre &n n och storre én eller lika med 2 kan
skrivas som en produkt av primtal. Om n &r ett primtal &r vi fardiga.
Om n inte &r ett ett primtal s kan det skrivas n = a - b dér a och b
ar heltal och 1 < a < n och 1 < b < n. Enligt induktionsantagandet &r
bade a och b produkter av primtal och alltsa &r ocksa n = a - b det.
Alltsa &ar ocksa punkt 2 i induktionsprincipen uppfylld och vi har visat
att varje heltal n > 2 kan skrivas som en produkt av primtal.

Bevis av entydigheten

Det kanske vanligaste sdttet att visa entydigheten av en framstéllning &r
att anta att det finns flera framstéallningar och sedan visa att de i sjalva
verket dr desamma. Sa ska ocksa vi gora. Men det visar sig att for att
kunna dra de avgdrande slutsatserna krivs att vi forst hirleder ett antal
viktiga egenskaper hos heltalen.

En av de mest grundliggande satserna &r divisionsalgoritmen som
innebér att man kan inféra begreppen kvot och rest vid division av tva
naturliga tal. Den lyder som foljer.

Divisionsalgoritmen Om a och b dr tva naturliga tal sa finns det heltal
q och r saddana att
a=b-qg+r

dirg>0o0och 0 <7 <b.
Vi kallar ¢ for kvoten och r for resten da a divideras med b.

Om vi dividerar 17 med 5 har vi 17 = 5-3+2. Kvoten &r 3 och resten 2 och
kanske manga minns att de gjorde sadana rakningar redan i lagstadiet.

Observera att b ar en delare till ¢ d& och endast da resten r = 0.

Beviset &r relativt enkelt. Om a < b sa kan vi vélja ¢ = 0 och r = a.
Antag att a > b. Bilda foljden a — b,a — 2b,a — 3b, . . .. Eftersom b &r ett
naturligt tal sd dr b > 1 och d& blir talen i f6ljden till slut negativa. Lat
nu ¢ vara det storsta tal n for vilket a —nb > 0. D4 &r alltsd a — gb > 0
men samtidigt &r a — (¢ + 1)b < 0. vilket ger att a — ¢b < b. Om vi sétter
r = a — bq foljer satsen.

Den storsta gemensamma delaren till tva naturliga a och b visar sig ha
stor betydelse inom talteorin Talen a och b har minst tvd gemensamma
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delare ndmligen 1 och —1. Antalet gemensamma delare ar &ndligt och
darfor finns en storsta sddant och vi betecknar det med med ged(a, b) B
Om a och b inte har nigra dkta gemensamma delare sa &r ged(a,b) =1
och vi sdger da att a och b ar relativt prima.

Det visar sig att man kan bestdmma storsta gemensamma delaren
med hjalp av upprepad anvindning av divisionsalgoritmen. Vi antar att
vi valt beteckningar s& att a > b. Om a = b s& &r naturligtvis ged(a, b) =
a = b och vi utgér fran att a > b. Det finns enligt divisionsalgoritmen
naturliga tal ¢ och r sddana att

a=bg+rdir0<r <hb.

Om r = 0 sa dr b delare till @ och da &r ged(a,b) = b. Om r > 0 anvinder
sa anvénder vi divisionsalgoritgmen pa nytt och delar b med r och far

b=rqgq+ridir0<ry <r.

Om r; = 0 s& slutar vi har. Om r; > 0 anvénder vi divisionsalgoritmen
igen och far

r=r1qs + 19 dir 0 < ro < ry.

Om ry = 0 slutar vi annars anvinder pa nytt vi divisionsalgoritmen och
dividerar r; med ry o.s.v. Eftersom resterna avtar stréngt och alla &r
storre dn eller lika med 0 s& méste till slut en av resterna vara lika med
noll och vi betecknar den med 7,,1. Vi har alltsd sammanfattningsvis
att

a=bq+r
b=rq +m
T =T1q2 + T2

Tn—2 = T'm—1Qn +7rn
Tn—1 = TnQn+1 + Tn+41

déar
b>r>ri>rg>...>r, >rpp1 =0.

Detta rakneschema kallas Euklides algoritm.

Det visar sig att den sista resten r, som é&r storre &n noll &r lika med
den storsta gemensamma delaren ged(a, b) till de naturliga talen a och
b. Vi formulerar det som en sats.

Lgreatest common divisor
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Sats Om a och b dr tva naturliga tal sa dr ged(a, b) lika med den forsta
icke-férsvinnande resten som uppkommer da Fuklides algoritm tillimpas
pa a och b.

Vi visar forst att r, &r en gemensam delare till a och b. Eftersom
Tn_1 = Tngn Si ar r, delare till r,_1. Men d& &r ocksa r, delare till
Tp—2 = T'p—1qn+7y. Vifoljer pa detta sétt Euklides algoritm nerifran och
upp och kan successivt sluta oss till att r,, delar r,_1,7,_2,...,72,71,7,b
och a. Alltsa &r r, en gemensam delare till a och b.

Att r, dr den storsta av de gemensamma delarna foljer av féljande
resonemang. Antag att d dr en gemensam delare till a och b. Dér ar d
ocksé en delare till r = a — bg. Om vi foljer Euklides algoritm uppifran
och ner fa vi att d ar delare till 7,71, 79, ...7,. Alltsa delar d taler r,, och
dérmed géller att d < r,,. Alltsd méaste r, vara dem storta gemensamma
delaren till @ och b d.v.s. 7, = ged(a, b).

En typ av problem ger upphov till s.k. diofantiska ekvationer. Lat
oss ge ett exempel. Antag att vi har hundra kronor och att vi vill kopa
tva olika sorters godis for hela hundralappen. De kostar 5 respektive 8
kronor per styck. Hur manga ska vi vélja av de bada sorterna? Vi antar
att vi véljer = stycken av den billigare sorten och y av den dyrare. Vi far
da att

5x + 8y = 100

dér = och y &r naturliga tal. Vi ser genom att préva oss fram att vi kan
vilja x = 12 och y = 5 men ocksd x = 4 och y = 10. Ekvationen har
alltsa flera l6sningar.

Studiet av diofantiska ekvationer

ax+by=c

dar a,b och c ar givna heltal &r ar ett centralt omrade inom grundlag-
gare talteori. Vi vill bestdmma heltalslosningar x och y. Finns det alltid
saddana? Kan det finnas fler &n en? Hur bestdmmer man x och y? Vi ska
inte gé igenom hela teorin utan koncentrerar oss pa de resultat som é&r
relevanta for beviset av aritmetikens fundamentalsats. Vi kan emellertid
latt konstatera att en diofantisk ekvation inte behéver ha nagon 16sning.
I ekvationen 2z + 6y = 13 &ar vénsterledet ett jamnt tal hur vi &n véljer
heltalen z och y medan hogerledet ar ett udda tal. I vart inledande ex-
empel 15z + 20y = 100 sag vi att det kan finnas flera 16sningar. Om vi
tillater &ven negativa x och y visar det sig att den har odndligt manga
16sningar.
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Med hjalp av Euklides algoritm kan vi visa féljande sats som visar
sig mycket anvindbar i ménga sammanhang inte minst f6r beviset av
aritmetikens fundamentalsats.

Sats Om a och b ar tva naturliga tal sa finns heltal x och y sddana att
az + by = ged(a, b).

Vi utnyttjar, som vi annonserade, Euklides algoritm och har att ged(a, b) =
rn. Vi ska nu forsoka skriva r, som ax + by dér x och y ar heltal. Vi gar
nerifran och upp i Euklides algoritm och far till en borjan

T =Tph—2 —Th—149n = Th—2 — (’l"n,;), - rn72qn71)Qn-

Alltsa ar
Tn = Tp—2Tn—2 + Yn—3"n—3

dar
Tp—2 =1+ @ngn—1 och yp_3 = -1

ar heltal. Fortsatter vi uppéat i Euklides algoritm kan vi ersitta r,_o med
Tn—4 — Tn_3Qn_2 och ser att vi kan skriva

Tn = Tp—3Tn—3 + Yn—aTn—a

dér x,,_3 och y,_4 ar heltal. Vi fortsitter pa detta sitt och far till slut
att
rn = ax + by

dér = och y &ar heltal. Satsen &r visad.

Divisionsalgoritmen, Euklides algoritm och grundldggande teori for
diofantiska ekvationer &r centrala i den elementéra talteorin. Med hjalp
av de resultat vi héirlett inom dessa omraden skal vi formulera en sats
som dr av avgérande betydelse for att visa entydigheten av primtalsfram-
stallningen i aritmetikens fundamentalsats. Vi kallar den for en hjélpsats
eller ett lemma.

Hjilpsats Antag att a och b ar naturliga tal och att p ar ett primtal.
Om p ér en delare till produkten ab sa &r p delare till minst ett av talen
a och b.

Beviset bygger pa den sats om diofantiska ekvationer som vi nyss
visat.

Om p ar delare till a sa &r vi fardiga. Antag alltsd att p inte &r en
delare till a. D4 méaste den storsta gemensamma delaren ged(a,p) = 1
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d.v.s. a och p &r relativt prima. Enligt den sats vi nyss visat finns da
heltal = och y sddana att

ar +py = 1.
Multiplicera bada leden i ekvationen med b. Vi far da att
abx + pby = b.

Enligt férutsdttningen ar p delare till ab darmed ocksa till abx. Men
p ar ocksa delare till pby. Da &ar p delare till summan abx + pby = b.
Hjalpsatsen ar visad.

Vi kan nu visa entydigheten i aritmetikens fundamentalsats. Antag
att a > 2 ar ett naturlig tal och att det kan framstéllas pa tva sétt som
en produkt av primtal. Vi har alltsa att

G=p1-P2:----"Pm=4q1°4G2 ... "(n
d&r p1,pa2,...,Pm och q1,qo, ... q, &r primtal. Vi antar ocksa att m < n.
Vi sétter a = gia; dér a3 = ¢ - ... - q,. Primtalet p; &r en delare till

a = qra1 och enligt hjélpsatsen ar det da en delare till minst ett av talen
q1 och a;. Om py &r en delare till ¢; s& ar p; = ¢ eftersom bada talen
ar primtal. Om p; inte ar en delare till ¢; s& ar p; delare till a;. Vi
kan nu upprepa resonemanget och far att p; ar en delare till g5 eller till
q3 ... qn. Om p; ar en delare till g5 s& ar p; = ¢o eftersom bada ar
primtal. Om inte sa &r p; en delare till g3 -. .. g,. Vi fortsitter pa samma
sitt och kan s& smaningom dra slutsatsen att p; méste vara lika med ett
av primtalen q1,qs, ..., Qn-

Det forsta tal g; som vi identifierat med p; kallar vi ¢; och gor alltsa en
omnumrering. Vi har da att

P2 Pm=G2 e Gn

Med samma resonemangen som forut kan vi successivt konstatera att till
slut kan varje primtal p; i vénsterledet identifieras med ett primtal g; i
hogerledet. Vidare kan inte n > m for da skulle

1= Gmi1 -

vilket &ar orimligt eftersom hdgerledet uppenbarligen &r stérre &n eller
lika med 2. Entydigheten av primtalsfaktoriseringen av ett naturligt tal
storre an eller lika med 2 &r visad.
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Vigen till det fullstéindiga beviset av aritmetikens fundamentalsats
ar lang och bygger pa centrala resultat inom elementér talteori som i
sin tur kraver bevis. Man kan, som vi tidigare ndmnt, fraga sig varfor
man 6verhuvudtaget behover gora beviset. De flesta tror &ndé pa satsen.
Naturligtvis finns i matematiken ett krav pa formella bevis. Det &r nagot
som kénnetecknar dmnet. Men végen till beviset leder ocksa till stérre
forstaelse av de naturliga talen - de mest fundamentala begreppen inom
matematiken.

Tillampningar

Vilka tillampningar finns det da av aritmetikens fundamentalsats? Man
kan lika girna fraga vilka tillampningar det finns av talteori? Inom talte-
orin dr satsen sa central att man inte kan komma ifran den om man ar-
betar med problem av talteoretisk natur. Har da talteorin nagra tillimp-
ningar i det vi vill kallar verkligheten och som ligger utanfoér den rena
matematiken.

I antiken var talteoretiska problemstéllningar hégst relevanta for nag-
ra av filosoferna och d& géar tankarna i forsta hand till Pythagoras som
ansag att de hela talen utgjorde grundstenarna i universum. Grundlag-
gande resultat inom talteorin var kdinda under denna epok och det ut-
vecklades en sammanhéngande teori for omradet. Men léangre fram, efter
rendssansen, nir naturvetenskaperna framfor allt fysiken gjorde sitt ge-
nombrott kom andra omréden inom matematiken i férgrunden. Talteori
ansdgs nog av manga vara en verksamhet som i och for sig har estetis-
ka kvaliteter men som inte har med "verkligheten” att gora. Den kunde
inte anvéndas for att beskriva naturvetenskapliga fenomen och bidrog
inte heller till att utnyttja de naturvetenskapliga ronen for att utveckla
en teknik som kunde tjadna maénskligheten. Den kanske mest framstaen-
de talteoretikern under 1600-talet var Pierre de Fermat (1607-65). I en
berémd korrespondensen mellan honom och Blaise Pascal (1623-62) vill
han intressera Pascal for talteoretiska problem. Men Pascal &r kallsin-
nig och vill inte dgna sin dyrbara tid till saidana onyttiga ting. Fermat
var tydligen av en annan mening. Kanske hade det att gora med att
Fermat till yrket var jurist och att matematiken var hans hobby. Pa sin
fritid kan man ta sig ratten att 4gna sig 4t matematiska spetsfundigheter
dven om de inte har tillimpningar. Det skulle &ndra sig under 1700- och
1800-talen dé giganter som Leonhard Euler (1707-83) och Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) gav viktiga bidrag till talteorin. Gauss kallade tal-
teorin for Matematikens drottning. Men négra egentliga tillampningar
utanfor matematiken fanns knappast.

Det ar forst pa senare tid som talteorin har blivit ett viktigt verktyg
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inom omraden som beror gemene man. Det har att géra med den nya in-
formationsteknologin och dess krav pa sédkerhet. Kodning och kryptering
ar omraden som varit aktuella i arhundraden och da framst inom krigfo-
ring och diplomati men de hade knappast haft nagon stérre anknytning
till matematiken. Idag &r kryptering och kodning viktiga for stora delar
av samhéllet och matematiken har blivit ett allt viktigare redskap for
att utveckla sdkra men samtidigt hanterbara system. Vissa kryptosy-
stem kréver t.ex. att man kan konstruera stora primtal och satser inom
talteorin, inte minst de vi nyss visat, spelar en stor roll. Ny teknologi har
gett upphov till en ny gren av matematiken som kallas diskret matema-
tik och i den &r talteori en central del jamte t.ex. kombinatorik, formell
logik och méngdléra.

Nér vi tédnker pa tillimpningar av matematik sa finns det under-
forstatt ett slags nyttotdnkande. Matematiken skall hjdlpa oss att 16sa
problem i verkligheten utanfor matematiken. Men matematiken &r ju
en del av verkligheten och matematiska problem kan vara utmanande,
stimulerande och fantasieggande. Det har ofta gett upphov till glddje
av att ha 16st dem, frustration 6ver att inte kunna l6sa dem och fasci-
nation av sjélva problemstéllningarna. De har berort manga méanniskor.
Ett problem som sticker ut ar det som kallas Fermats gata och som har
utmanat matematiker, professionella och amatorer, under &rhundraden.
Det lyder: Finns det positiva heltal z,y och z sddana att
om n > 3 ar ett heltal. Problemet formulerades av Fermat ar 1637 och
16stes 1995 av den brittiska matematikern Andrew Wiles (1953-). Svaret
ar: Nej! Som sd manga andra matematiska problem, stora som sméa, har
det engagerat manniskor och stimulerat deras tankeverksamhet. Kanske
kan man kalla detta ett slags nytta?

Historik

Den som forst formulerade aritmetikens fundamentalsats var Carl Fri-
edrich Gauss i hans berémda verk Disquisitones Arithmeticae eller pa
svenska Aritmetiska undersékningar fran 1798. Det adr den forsta sys-
tematiska framstéllningen av talteorin sedan antiken. Som vi redan sett
var talteorin da en viktig del av matematiken. For Pythagoras som levde
pa 500-talet fore Kristus var talen de naturliga talen de grundliggande
elementen i universum. Euklides, som levde 200 ar senare, dgnar talte-
orin en stor del av hans Elementa. Det kan vara pa sin plats att siga
ytterligare nagra ord om Elementa som &n idag star som modell f6r ma-
tematisk framstillning. Vi har tidigare ndmnt att fran ett antal postulat
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och axiom som foérutsétts sanna visar Euklides genom logisk deduktion
ett stort antal da kiénda resultat. Verket bestar av tretton bocker eller
kapitel och handlar vésentligen om geometri. Men tre bocker dgnas at
talteori &ven om spraket ar geometriskt ndgot som innebér att framstall-
ningen kénns omstéandlig. Algebran som vi anvinder nu fanns inte da.
Euklides formulerar och bevisar flera av de satser vi anvénde nér vi be-
visade entydigheten i aritmetikens fundamentalsats. Mer &n femhundra
ar efter Euklides levde den grekiske matematikern Diofantos. Hans sto-
ra verk dr Arithmetika fran omkring 250 e.Kr. I den brét han mot den
geometriska traditionen i grekisk matematik. Han studerade som verkets
titel anger talen och han anvinde symboler pa ett sitt som leder tanken
till var algebra - men végen dit blev lang. Det tog Gver tusen ar innan
den algebra som vi kdnner igen oss i etablerades. Det &r i Arithmeti-
ka som Diofantos introducerar den typ av ekvationer som vi idag kallar
diofantiska.

Gauss formulerade satsen precis som vi har gjort det. Han bevisar
den men i beviset skriver han att det dr mer eller mindre uppenbart att
en faktorisering dr mdojlig men att man utan att ha reflekterat 6ver det
ocksé antagit att den var entydig. Han bevisar entydigheten men inte
pa det sétt vi gjort. Satsen ar central fér hans framstéllning av talteorin
och han hérleder systematiskt viktiga resultat fran flera av den tidens
etablerade matematiker och han harleder ocksa nya.

Idag &r, som i Gauss Disquisitones Arithmeticae, aritmetikens funda-
mentalsats central i de flesta grundlaggande larobocker i talteori. Beviset
ar i regel detsamma som vart.

Nagra reflektioner

Flera av de satser som leder fram till vart bevis av aritmetikens fun-
damentalsats finns, som vi tidigare ndmnt, i geometrisk form redan i
Euklides FElementa. Det visar sig att samma typ av satser finns inom
andra delar av matematiken. Det finns en divisionsalgoritm for klasser av
polynom och darmed en motsvarighet till Euklides algoritm. Begreppen
delare och storsta gemensamma delare finns ocksa i teorin for polynom.
Storsta gemensamma delaren till tva polynom kan pa samma sétt som i
talteorin bestdmmas med Euklides algoritm. Man kan definiera primpo-
lynom och visa en slags motsvarighet till aritmetikens fundamentalsats.
Varje polynom kan bortsett fran ordningen skrivas som en produkt av
primpolynom. Vad menar vi da med polynom?
Nér vi sdger polynom menar vi uttryck av formen

f(x) = ans™ + ap_12" ' 4+ 4 arz + ag.
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Om a,, # 0 séger vi att polynomet f(z) har graden n och vi betecknar
den med grad f(x). Det polynom vars alla koefficienter &r lika med 0
kallas nollpolynomet och betecknas med 0. Det tilldelas inget gradtal.

Vi kan studera olika klasser av polynom beroende pa koefficienterna
Qny,Ap_1,---,0a1 och ag. Vikan bestdmma oss for att studera polynom dér
koefficienterna &r komplexa tal eller begrénsa oss till de med reella tal.
I vissa sammanhang dr det kanske relevant att lata koefficienterna vara
rationella tal och i andra hela tal. Vi infoér beteckningen C[z], R[z], Q[z]
och Z[x] for méngden av alla polynom dér koefficienterna &r komplexa
tal, reella tal, rationella tal respektive heltal.

Hur ser d& divisionsalgoritmen ut i t.ex. Clz]? Vi later f(x) # 0 och
g(x) # 0 vara tva polynom i C[z]. D4 finns polynom ¢(x) och r(z) i C[z]
sadana att

f(x) = g(x)q(x) +r(z)
dér r(z) = 0 eller grad r(z) <grad g(z).

Beviset paminner om beviset fér divisionsalgoritmen for hela tal. Vi
subtraherar fran f(x) successivt multipler av g(x) till dess vi far ett
polynom som antingen har ldgre grad &n g(z) eller som ar lika med
nollpolynomet. Divisionsalgoritmen géller ocksé for t.ex. R[z] och Qz].
Dérmed géller den inte for Z[z]. Det visas av foljande exempel.

Antag att vill dividera f(z) = 323 + 1 med g(x) = 222 + 1. Bada
ar polynom i Z[z]. Om divisionsalgoritmen skulle gélla i Z[z] s& skulle
f(z) = g(x)q(z) + r(z) dir r(z) &r lika med nollpolynomet eller har
graden mindre dr grad g(z) = 2. Det betyder att r(x) = ax + b dér a
och b &r hela tal. Vidare méste polynomet ¢(x) ha graden 1 eftersom
f(z) = q(x)g(z) + r(x) skall ha graden 3. Da ar

328 +1= (22 + 1)(cx +d) +ax +b

dér a,b, c och d dr heltal. Koefficienten for 22 i hogerledet dr 2c medan
den i vinsterledet &r lika med 3. Alltsd maste ¢ = 3/2 som inte dr ett
heltal.

Om vi forsoker dividera tva polynom i Z[z] med varandra s& hamnar
vi utanfor Z[z]. Om vi férsoker kopiera beviset i t.e.x Clz] s& kommer
vi till en punkt da vi maste anvinda oss av rationella tal. De hela talen
récker inte till.

Divisionsalgoritmen fungerar alltsa i C[z], R[z] och Q[z]. Vi kan som
i talteorin héirleda Euklides algoritm, definiera storsta gemensam delare
ged(f(x),g(x)) samt visa att det finns polynom p(x) och ¢(z) sddana
att f(z)p(z)+g(x)q(z) = ged(f(x), g(x)). Vidare kan vi, som vi tidigare
nidmnt, visa en motsvarighet till algebrans fundamentalsats.

De hela talen, Z, och polynomen med koefficienter i C, R respek-
tive Q har gemensamma egenskaper trots att de &r helt olika till sin
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ursprungliga natur. Detta leder tankarna till méjligheter att skapa néa-
gon form av abstrakta begrepp dar man en gang for alla bevisar satser
som sedan kan anviindas pa speciella objekt som t.ex. Z eller C[z]. Man
ser konturerna av det vi idag kallar abstrakt algebra déar begrepp som
grupp, ring och kropp spelar en stor roll.

Vi ger nagra kommentarer kring begreppet ring. En ring A &r en
méngd av element dir det finns tva operationer + och - sddana att om
a och b ar tva element i A s& &r ocksd a + b och a - b element i A. De
associativa lagarna (a+b)+c=a+ (b+c) och (a-b)-c=a- (b-c) skall
galla for alla a,b och ¢ i A. Additionen + ska vara kommutativ d.v.s.
a+b=>b+a for alla a och b i A. Det ska ocksa finnas ett element som
vi kallar 0 sddant att a +0 = 0+ a = a och till varje a i A ska finnas ett
element i A som vi kallar —a som uppfyller a+(—a) = 0. Multiplikationen
kan vara men behover inte vara kommutativ. I vissa ringar finns ett
element 1 som vi kallar etta och som uppfyller a-1=1-a = a for alla a
i ringen.

Uppenbarligen ér Z, Clz], R[z], Q[z] och Z[z] alla kommutativa ring-
ar med etta. De jimna heltalen &r en kommutativ ring men utan etta
och méingden av alla 2 x 2- matriser dr en icke-kommutativ ring. Varje
pastaende som man kan visa for en kommutativ ring med etta géller
alltsa for de fem forstndmnda ringarna. En speciell typ av ringar kallas
euklidiska. Déar finns ett matt som anger storleken av varje element skilt
fran noll och man har en divisionsalgoritm. Ringarna &r Z, Clz], R[z]
och Q[z] &r euklidiska men inte Z[z].

Man kan pa detta sétt inféra matematiska begrepp definierade genom
deras egenskaper och pa det viset ge matematiken en struktur som kénns
mer abstrakt. Den delen av matematiken kallas abstrakt algebra. En av
de mest tongivande matematikerna inom det omradet var Emmy Noether
(1882-1935), som var judinna och som huvudsakligen verkade i Tyskland.
En av de alltfor fa kvinnliga matematiker som pa ett avgérande sétt
paverkat matematikens utveckling.
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Algebrans
fundamentalsats

Algebran dr aritmetikens metafysik

John Ray (1627-1705)

Vad sager satsen?

Algebran har sitt ursprung i ekvationslésning. Algebrans fundamental-
sats handlar om rotter till ekvationer av typen f(x) = 0 dar f(z) &r ett
polynom. I grundskolan 1ar vi oss 16sa férstagradsekvationer och pa gym-
nasiet andragradsekvationer. Da vi under skoltiden oftast begransar oss
till reella tal s har inte alla andragradsekvationer 16sning. Typexemplet
ir ekvationen 22 41 = 0. Kvadraten pa ett reellt tal #r ju alltid storre dn
eller lika med 0 och kan aldrig bli lika med —1. Genom att ldgga till ett
tinkt tal 7 som har egenskapen i?> = —1 bildar vi ett nytt talomrade som
vi kallar de komplexa talen. Det bestar av alla tal a + ib déar a och b &r
reella tal. Vi kan pé ett naturligt sétt addera, subtrahera, multiplicera
och dividera dem och de flesta rdknelagar for reella tal, som vi vant oss
vid att anvinda, géller ocksa for komplexa tal.

Genom att infora talet 4 kan vi nu lésa inte bara ekvationen z2+1 = 0
utan varje andragradsekvation dar koefficienterna t.o.m. ar komplexa tal.
Nu visar det sig att varje ekvation av hogre grad dn tva ocksd har en
16sning bland de komplexa talen. Vi behdver alltsa inte tillfoga ytterligare
tal for att t.ex. en ekvation av grad 3 eller 4 o.s.v. ska ha en 16sning. Det
ar anméarkningsvért. Den som forst visade det var Carl Friedrich Gauss



och han gjorde det i sin doktorsavhandling 1799. Beviset inneh6ll en del
luckor som han senare kunde téppa till. Satsen lyder pa foljande sétt:

Algebrans fundamentalsats Varje polynom med komplexa koeffici-
enter vars grad dr storre dn eller lika med 1 har minst ett komplext
nollstdlle.

Observera att satsen bara siger att det existerar ett nollstédlle. Den
talar inte om hur man bestdmmer det. Nar det géller ekvationer av forsta
och andra graden har vi lart oss hur man kan gora. Under 1500-talet ut-
vecklade man generella metoder for att 16sa tredje- och fjardegradsekva-
tioner genom att anvidnda de fyra raknesédtten och rétter av ordningen
2, 3 och 4. Men for ekvationer av graden fem och hogre finns det inte
nagon sadan metod. Men att visa det &r en lang och ganska besvirlig
historia som bl.a. utnyttjar resultat inom den abstrakta algebran som vi
berorde i avsnittet om aritmetikens fundamentalsats.

Vi vet alltsa att ett polynom

f(@) = ana™ + an_12™ "+ ..+ a1z + ag

dér ag,aq,...,a, ar komplexa tal, a, # 0 och n > 1 har minst ett
komplext nollstéllet ;. Vi kan anvinda faktorsatsen, som &ar bekant fran
gymnasiet, och skriva f(z) = (z — z1)g(z) dér g(x) ar ett polynom av
graden n—1. Vi kan anvénda algebrans fundamentalsats p& g(z) om dess
grad &r storre &dn eller lika med 1 och finna en ny rot x2 och kan skriva
f(z) = (x — z1)(z — z2)h(x) med ett nytt polynom h(x) och fortsitta
pa detta séttet till dess vi far ett polynom av graden 1. Vi har alltsa i
verkligheten inte bara en utan n nollstéllen till vart polynom f(z). Nagra
av dessa kan vara lika. Sammanfattningsvis kan vi skriva

fl@)=clx —z)* - (x —22)*? ... (& — xk)**

dir x1,w9,...,xy &ar olika komplexa tal, aj,as,...q, &r naturliga tal
sddana att a; + ag + ...+ ar = n och ¢ # 0 ar ett komplext tal.
Uppenbarligen &r ¢ = a,. Framstéllningen fér onekligen tankarna till
primtalsfaktoriseringen av naturliga tal. Det svara steget att visa denna
faktorisering av polynom &r att visa att varje polynom med komplexa
koeflicienter och vars grad ar minst ett verkligen har ett komplext noll-
stille. Resten foljer relativt enkelt av faktorteoremet.

Bevis av algebrans fundamentalsats

Det finns méanga bevis for algebrans fundamentalsats. Gauss bidrog sjalv
med négra férutom det ursprungliga fran hans doktorsavhandling. En
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del av bevisen utnyttjar grundliggande satser inom teorin for analytiska
funktioner - ett omrade inom matematiken som ligger pa en relativt
hég niva - och blir d& mycket korta Vi ska ge ett bevis som endast
forutsétter grundliggande kunskaper om komplexa tal. Vi kommer ocksé
att anvinda oss av den sats som séger att en reellvird funktion F'(z,y)
som &r kontinuerlig pa ett slutet begrinsat omrade D i R? antar sitt
minsta virde i nagon punkt i D. En sats som &r l4tt att tro pa men som
ar relativt svar att bevisa.
Vi betraktar polynomet

f(z) =a,2" + anflfﬂn_l +...+a1z+ag

med komplexa koefficienter dar a,, # 0 och n > 1E| Vi noterar att
f(0) = ag # 0 for annars &r 0 ett nollstdller till f(z) och det finns
inget att bevisa.

Vi visar forst att om z = z + iy s ar g(z,y) = |f(z)] > 0 for
|z2] = V22 +y? > R om talet R &r tillrdckligt stort. Ett eventuellt
nollstille méste da ligga i cirkeln |z| < R.

Vi gor en enklare omskrivning och far
Ap—1 a ag

+ ...+ 71+—.
zn 2z

9(z,y) = [f(2)] = [2["|an +

En version av triangelolikhetelﬂ ger att

|an—1] lar|  Jaol
9(@.y) > |zl lan] = =7 = = s =

Den andra faktorn i hogerledet gar mot det striangt positiva talet |a,| d&
|z| gar mot co vilket innebér att hogerledet gar mot oo da |z| gar mot
oo. For tillrickligt stora |z| ar alltsd hogerledet stringt storre dn t.ex.
|£(0)]. Allts& har vi att

g9(z,y) = [f(2)] > [f[0]] > 0

for alla z sddana att |z| > R dér R é&r tillréckligt stort.

Uppenbarligen ar funktionen g(z,y) = |f(z)| kontinuerlig och enligt
den sats om kontinuerliga funktioner som vi ndmnt ovan antar funktionen
g(x,y) = | f(2)| sitt minsta véirde i cirkeln |z| < R ien punkt w dar |w| <
R. Eftersom |f(z)| > |f(0)] d& |z| = R s& maste |w| < R. Vi antar att
| f(w)| > 0 och visar att i sa fall finns ett w’ sadant att | f(w')| < |f(w)]
och darfor maste vart antagande om att | f(w)| > 0 vara felaktigt. Alltsa
ar |f(w)| = 0 och polynomet f(z) har ett nollstille w.

2] detta avsnitt &r det praktiskt att anvéinda z som variabel istillet for .
3 lu 4 v| > ||Ju] — |v]|| fér alla komplexa tal u och v.
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For att visa att det finns ett komplext tal sddant att | f(w’)| < |f(w)]
betraktar vi f(z) i en punkt w + 7 fér sma r > 0.

fw+re®) = a,(w+re)" +a,_1(w+re)" 1. +ar(w+re?) +ag

Vi utvecklar nu parenteserna i hégerledet och observerar att summan av
de termer som inte innehaller en faktor r &r lika med f(w) och vi har

f(w_’_,r,ew) _ f('w)+bn,1Tn716i(n71)9+bn,27"n72€i(n72)9+. ) .—l—bkrkeike
dar bg, bg+1,-..,bn—1 inte beror av r och 6. Vidare &r by, # 0 och k > 1.
Vi ska nu vélja 6 pa lampligt sitt sa att
|f(w+7re| < |f(w)]

om 7 ar tillrdckligt litet. Vi observerar att for tillrackligt sma r s& géller
att |w+re?| < R. Vidare domineras de n — 1 — k sista termerna av den
sista bprFe??. Vi gor foljande enkla omskrivning:

fw—+7re?) = (f(w) 4 bprFet*?) 4 pht1eihtD0 p (i)
dér h(z) ar ett polynom av graden n — k — 1.
Vi ska nu vilja 0 s& att den andra termen far motsatt riktning som
den forsta, f(w), i det komplexa talplanet. Vi skriver f(w) = Ae’® och
by = Be' pa polir form, dir A > 0,B > 0 och a och 8 #r reella tal.

Vilj nu 0 sa att
a=0+k0+m

Da géller
|f(w) + bprFe®®)| = |Ae'® + rFe® Bef| = | Ae™™ 4 vk Betle=™)|
och
|f(w) + bprte™)| =[] |[A = r*B| = A= "B = | f(w)| - "B
om r ar tillrackligt litet. Triangelolikheten ger att
[f(w +re?)] < (| (w) + bere™®)| + [pFH e FEDO Ly (re?)]

varfor ‘ ‘
|f(w+ re®)| < [f(w)| = Br¥ + r¥T h(re®)].

Om vi viljer r sa litet att r|h(re??)| < B/2 sa ar
i B
[f(w+re®)] < [f(w)] =" T < [f(w)].

Alltsa kan inte |f(w)| vara det minsta virdet av |f(z)| och vart an-
tagande att f(w) # 0 var felaktigt. Alltsd maste f(w) = 0. Polynomet
f(2) har ett nollstélle.
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Tillampningar

Algebrans fundamentalsats dr en sats som séger att "nagot”’ existerar.
Den séger inte hur man berdknar detta "nagot” och det kénns dérfor
svart att koppla satsen till konkreta tillimpningar. Man vill ju i de flesta
fall berdkna eller konstruera "nagot” inte bara veta att det finns. Jag
tror att det &dr svart att hitta nagon som i sin yrkesutévning hénvisar
till algebrans fundamentalsats eller ens reflekterar 6ver den. Naturligtvis
ar yrkesmatematiker undantagna. Men den har principiell betydelse. Att
veta att ett polynom med komplexa koefficienter och med graden stérre
dn eller lika med ett har en komplex rot och kan skrivas som en produkt
av forstagradspolynom &r om man ténker efter hiapnadsvickande. For
att kunna l6sa en allmén andragradsekvation med reella koefficienter
inforde vi ett nytt tal i for vilket 2 = —1 Vi bildar de komplexa talen
a—+1b dar a och b ar reella tal och anvinder de fyra réknesétten ungefar
som vanligt men ersétter i rikningarna 2> med —1. Inom de komplexa
talens ram har alla polynom vars grad &r minst ett en l6sning. Nagra
ytterligare tal "utifran” behover inte inforas.

Fundamentalsatsen sdger nagot visentligt om polynom och polynom
ar en av de viktigaste klasserna av funktioner inom tillimpningarna.
Nér det kommer till berdkningar som t.ex. att ange de numeriska vérde-
na av en funktion ar det ofta effektivt att approximera funktionen med
polynom eftersom de byggs upp av de tre raknesétten addition, subtrak-
tion och division och fér dem finns sedan ldnge fungerande algoritmer.
Med tanke pa polynomens stora betydelse i tillimpad matematik kidnns
algebrans fundamentalsats extra betydelsefull.

Historik

Som vi flera ganger ndmnt lar vi oss redan i grundskolan att 16sa forstagradsekva-
tioner. I gymnasiet lar vi oss att 16sa en godtycklig andragradsekvation
och den formel som anges i de flesta larobocker finns i Eulers Algebra
fran 1770. Men problem som leder till andragradsekvationer och metoder
att 16sa dem finns pa tvatusen ar gamla lertavlor fran Babylonien. Andra
boken i Euklides Elementa fran 300-talet f. Kr. dgnas at ekvationslosning
i en geometrisk sprakdridkt och om man ldser noggrant kan man kinna
igen den metod for att 10sa en andragradsekvation som finns i dagens
larobocker. En mer modern framstéllning finns i ett annat av de stora
epokgorande verken i matematikens historia, Al - Jabr fran omkring 820
e.Kr. Titeln har givit upphov till namnet Algebra. Forfattaren ar al-
Khwarizmi (ca 780-ca 850), som var verksam i Vishetens hus i Bagdad.
Problemen och I6sningarna beskrivs med ord. Den symboliska algebran
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dér den obekanta representerades av en bokstav lat vanta pa sig nagra
hundra ar. Det dr frimst genom framfor allt verk fran 1500- och 1600-
talet av fransménnen Francois Viéte (1540-1603) och René Descartes
(1596-1650) som den bérjade utvecklas till den algebra vi har idag.

Hur &r det da med nollstdllen av polynom av hogre grad dn tva?
Vi har tidigare ndmnt att det har utvecklats metoder att skriva upp
de exakta l6sningarna till ekvationer av tredje och fjarde graden. En
slags 16sning gavs av poeten, filosofen och matematikern Omar Khayyam
(1048-1131) som verkade i Samarkand runt 1100 e.Kr. Han visade hur
man kan konstruera 16sningen till en tredjegradsekvation geometrisk med
hjélp av kégelsnitt. Den 16sning vi ger idag finns i Girolamo Cardanos
(1501-76) stora verk Ars Magna fran 1545. Dér finns ocksd metoden
for att 16sa fjardegradsekvationer. Det var emellertid inte Cardano som
var upphovsmannen. De var italienarna Niccolo Tartaglia (1499-1567)
och Scipio del Ferro (1465-1526) som for forsta gangen gav metoder for
att 16sa tredje- respektive fjardegradsekvationer och som Cardano med
hénvisning till kdllorna atergav i Ars Magna. Metoderna beskrivs i ord
genom konkreta exempel och utan de symboler vi dr vana vid.

Den naturliga fragan dr nu om man kan hitta motsvarande metoder
for att 16sa ekvationer av graden 5 eller hogre. Svaret kom under férsta
hélften av 1800-talet genom den norske matematikern Niels Henrik Abel
(1802-29) i en artikel fran 1827. Han visade att det finns ekvationer
av femte graden dér rotterna inte kan uttryckas genom att successivt
anvianda de fyra rdknesétten och radikaler d.v.s. n:te rétter. Den franske
matematikern Evariste Galois (1811-32) utarbetade en teori som beskrev
nér algebraiska ekvationer kan 16sas med radikaler. Den publicerades
1846, fjorton ar efter hans dod.

Det finns alltsa ekvationer vars grad dr storre &n eller lika med fem
som har nollstdllen som vi inte kan n& med hjilp av de fyra rdkneséitten
och rotutdragningar. Man kan da stélla sig fragan. Har dessa polynom
nagot nollstélle 6verhuvudtaget? Det kinns inte helt sjalvklart. Det &r
hér algebrans fundamentalsats kommer in. Det existerar alltid ett kom-
plext nollstélle om polynomet har komplexa koefficienter men vi kan
inte alltid konstruera det med hjélp av radikaler. Satsen har ett djup
som gor den viktig ur ett teoretiskt perspektiv och Gauss bevis ar av
stor betydelse for utvecklingen av matematiken.

Om vi vill bestdmma rétterna till t.ex. en femtegradsekvation sa kan
vi, som vi tidigare sagt, anvinda ett antal metoder som utvecklats av
Isaac Newton (1643-1727) och Euler med flera och som ger approximativa
16sningar mycket snabbt och med stor noggrannhet. Modern berdknings-
teknik har sikert férfinat och utvecklat dem och de har férmodligen de
klassiska metoderna som bas.
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Nagra reflektioner

Ett polynom har formen
f)=a+az+...+a2" = Zakxk.

Antalet termer dr &ndligt. Vad hénder om vi later antalet termer vara
odndligt och betraktar funktioner som kan skrivas

o0
f(Z):ao+a1m+...+anx”+...:Zakxk.

Naturligtvis konvergerar inte alltid en sadan summa men den gor det
ibland och de funktioner som kan skrivas som en sadan konvergent oénd-
lig summa kallas hela funktioner. Exempel pé en sadan ar

72 3 " el .Z‘k
h()_1+x+—+§+ !+"':ZH
och vi har lart oss att h(z) = e®. Finns det nagon teori fér de hela
funktionerna som &r analog med teorin fér polynom? Nagon motsvarighet
till algebrans fundamentalsats finns inte eftersom h(x) = e* # 0 for alla
komplexa tal z.

Den tyske matematikern Karl Weierstrass (1815-97) formulerade och
bevisade omkring 1870 en slag motsvarighet av algebrans fundamental-
sats for hela funktioner. Den ar relativt komplicerad och det kiinns inte
meningsfullt att har skriva upp den i hela sin glans, men om den tilldm-
pas pa den hela funktionen sin 7wz som har nollstéllena 0,£1,4+2,... sa
kan vi skriva

Sin?T;E:ﬂ'I-(1—%2)'(1—%)-(1—%)~...:7'('.1"H(l—

Hundra ar tidigare hade Leonard Euler anvént denna framstéllning
for att komma fram till att

2

=1 7
et

Han bekymrade sig inte om besvérliga fragor om konvergens, men genom
intuition och fingerfardighet, kunde han genom att utnyttja ovanstaende
framstéllning av sin 7z, berdkna en odndlig summa som manga av de
stora matematikerna hade misslyckats med. Matematikens vigar kan
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vara snariga. De resultat som idag presenteras pa ett sitt som fyller alla
krav pa logisk stringens har ménga ganger langt tidigare insetts intuitivt.
En intuition som utvecklats tack vare stor begavning kombinerad med
mycket arbete.
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Analysens
fundamentalsats

Matematisk analys dr lika omfattande som sjilva naturen
Joseph Fourier (1768-1830)

Vad sager satsen?

Matematisk analys handlar om hur man kan rdkna med det “oadndligt
lilla” och det "odndligt stora”. Genombrottet av analysen eller Kalkylen,
som den dé kallades, skedde under 1680-talet genom Isaac Newtons stora
verk Principia Mathematica och banbrytande artiklar av Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646-1716). Newton utvecklade teorin huvudsakligen som
ett hjalpmedel for att beskriva naturlagarna. Leibniz, som var en av den
tidens stora filosofer, hade ett mer abstrakt anslag och han intresserade
sig mycket for hur man kan infora effektiva beteckningar.

Kalkylen var en stor héndelse under slutet av 1600-talet. Den fick
stort genomslag inom naturvetenskaperna och var dmne for debatt i
den tidens intellektuella kretsar. Vi ska betrakta tva typiska problem-
stallningar inom analysen: "Hur berdknar man hastigheten i en given
tidpunkt hos en partikel i rorelse?” och "Hur berdknar man arean av ett
omrade som begrénsas av kurvor som inte ar réta linjer om man vet
hur man beréknar arean av en rektangel?” De far illustrera hur man kan
bestdmma kvoter mellan tva odndligt sma tal och summor av oéndligt
manga odndligt sméa tal.

I det forsta fallet antar vi att partikeln ror sig kontinuerligt efter en
rit linje och att den efter ¢ sekunder har forflyttat sig f(¢) meter. Hur



ska vi bestdmma hastigheten i en punkt ¢,? Det &r inte uppenbart. Det
ar betydligt enklare att bestdmma partikelns medelhastighet mellan tva
olika tidpunkter ¢; och ¢y dér vi antar att t; < 5. Partikeln har under
den tiden, t —t; sekunder, tillryggalagt strickan f(t2) — f(¢1) meter och
medelhastigheten ar

J(t2) = f(t2)

ty — 11
Medelhastigheten mellan ¢ty och en punkt tg + h

f(to+h) = f(to)
- .

bor darfor vara ett hyggligt matt pa hastigheten i tg om h &r litet —
béttre ju mindre h &r. Ett exakt virde far vi om h &r "odndligt litet”.
D& &r ocksad f(to + h) — f(to) "odndligt litet”. Hastigheten i to &r alltsa
kvoten mellan tva oéndligt sma tal. Det kinns otillfredsstallande. Vad
menas egentligen med oéndligt sméa tal? Nar Kalkylen slog igenom blev
den ifragasatt just for denna oklarhet. Anda anvinde man den under
hundra ar utan stérre bekymmer. Den fungerade ju och tack vare den
kunde nya genomgripande teorier inom framfor allt fysiken formuleras.

Ett enkelt exempel far askadliggéra problematiken. Vi antar att for
var partikel giller att f(t) = t2. Hastigheten i punkten ¢, far vi genom
att bestdmma kvoten

(to+h)? —t3  2toh+ h?

— %+ h
h h ot

da h &ar oandligt liten. I praktiken sétter vi h = 0 och far att hastigheten
vid tiden % &r lika med 2ty. Det finns naturligtvis invindningar av filo-
sofisk natur. Under rdkningarnas gang antar vi att A % 0 men till slut
later vi &nda h = 0. Det kinns motsédgelsefullt men det fungerar.

Den franske matematikern August Cauchy (1789-1857) inforde i bor-
jan 1800-talet begreppet gransvéirde for att i ndgon man klara ut be-
greppen. Analysen utvecklades starkt under 1700- och 1800-talen och
problemen blev alltmer komplexa och man behévde klara och tydliga
definitioner av intuitivt enkla begrepp som kontinuitet och gransvarde.
Analysen behdvdes byggas upp fran grunden pa samma sitt som geo-
metrin gjordes i Elementa. Den som framfor allt stod for det arbetet var
den tyske matematikern Karl Weierstrass i en rad berémda foreldsningar
fran mitten av 1800-talet. Vi ska emellertid i denna framstéllning utgéa
fran att ldsaren har en intuitiv forstaelse av begrepp som gransvérde och
kontinuitet.

Exemplet med partikelns rorelse kan ges en mer generell form. Antag
att y = f(z) ar en reellviird funktion som &r definierad pa ett intervall pa
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reella axel El Funktionens férdndringshastighet i en given punkt x sétter
vi lika med gransvirdet av den sa kallade differenskvoten

fl@+h) - fz)
h

da h gar mot 0 om granssvirdet existerar. I sa fall sdger vi att f(z)
ar deriverbar i « och gransvirdet kallar vi for derivatan av f(z) och
betecknar det med f’(x). Andra beteckningar &r

ar eller dy

dx dx
och de &r inspirerade av att derivatan &r kvoten mellan tva odndligt sma
tal som bada ar differenser. Vi skriver

fath)— f(z) — f'(x) da h — 0 eller lim fleth) - fz)

h h—0 h = f'(®).

Om vi ritar grafen till funktionen y = f(x) sa ar f/(zo) lika med
riktningskoefficenten till grafens tangent i punkten (zg, f(z¢)). Det illu-
streras i figur 6.

kurvans tangent i

(o, f(x0))

(o + h, f(wo + h))

/
/ \

Figur 6: Den rita linjen genom (zo, f(z0)) och (zo + h, f(zo + h)) vrider sig kring
(zo, f(z0)) d& h varierar och sammanfaller med tangenten i (zo, f(zo)) d& h — 0.

Nagra anmérkningar innan vi avslutar vart avsnitt om “kvoten mellan
tva odndligt sma tal”. Vi har i resonemangen ofta tdnkt oss att A > 0. De

4 T detta kapitel kommer alla funktioner vara reellvirda och definierade pa intervall
pé reella axeln. Om det inte skrivs ut ar det underforstatt.
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galler naturligtvis ocksa da h < 0. En funktion f(x) som &r deriverbar i
ett intervall a < z < b ar ockséa deriverbar &ndpunkterna a och b. I det
forsta fallet bestdimmer man gransviardet av differenskvoten da h — 0
och h > 0, i det andra fallet da h < 0.

Vi gar nu 6ver till den andra problemstéillningen som illustrerar "sum-
man av odndligt manga oéndligt sma delar”. Det har varit kiint i tusentals
ar och vi lar oss tidigt skolan hur man berédknar arean av rektanglar och
trianglar. Det ar da i princip mdojligt att bestdmma arean av omraden
som begrinsas av rita linjer genom att dela upp dem i trianglar. Det kan
vara arbetsamt men det dr md&jligt. Hur berdknar man d& arean av ett
omrade som begréinsas av kurvor som inte &ér rita linjer? Enkla exempel
ar cirkeln och halvcirkeln. Man kan som i figur 10 dela in halvcirkeln
i manga sma sektorer som liknar trianglar. Ju mindre sektorn ar desto
mer liknar den en triangel - ett nagot luddigt pastaende. Om halvcirkelns
radie dr lika med 1 sa har sjélva cirkelbagen lingden 7. Om vi delat in
halvcirkeln i n lika stora sektorer sa ar varje sektor “néstan lika med"en
triangel med basen 7/n och hojden 1. Dessa area &r

1

2

SR
-

och summerar vi alla dessa far 7/2 som ar halvcirkelns area.

Figur 7:
Det verkar som om resonemanget fungerar. Men kan man vara siker

pa det? Vi ersitter sektorer med trianglar och gor da ett fel om &n litet.
Sedan adderar vi areorna av alla dessa trianglar och hoppas att trots att
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antalet termer blir stort s& kommer totala felet att minska nér termerna
blir fler. Det &r s& men hur vet vi det? Redan under antiken gjorde man
liknande resonemang for att t.ex. bestdmma arean av en cirkel och de
finns med i Elementa. Men kraven pé stringens var stort och nir man
héirlett ett resultat med en metod som denna bevisade man i efterhand
att det stdmde. De stodde sig d& pa en princip som formulerades av
Eudoxus som verkade pa 400-talet f.Kr. Den séger

Antag att tva olika storheter dr givna. Om vi fran den stérre
subtraherar mer dn hélften och fran det som aterstar mer dn
hélften av resten och upprepar denna procedur s kommer-
efter ett antal steg resten att bli mindre &n den mindre av de
givna storheterna.

Antikens kanske frimste matematiker Arkimedes (287 f Kr- 212 f Kr),
som verkade pa 200-talet f.Kr., anvinde sig ofta av den principen bl.a.
da han ville visa att hans metod for att berdkna volymen av ett klot var
korrekt.

Vi kan anvéinda samma teknik fér att berdkna arean av ett omrade
som begrinsas av kurva y = f(z) som #r definierad och positiv i ett
intervall a < z < b, z-axeln samt de bada réita linjerna x = a och x = b.
Ett sadant omréade visas i figur 8. Vi delar in intervallet i n lika stora
delintervall och far punkterna

b—a

a=z0< 21 <...<Tp_1 <T, dir x;—x; 1 = fori=1,2,...,n.

Pa det séttet kan vi dela in omradet i n strimlor. Nér n blir stort blir
strimlorna mycket smala och de kommer alltmer att likna rektanglar dar
den i:te rektangeln har sidorna (b — a)/n och f(z;).
Inspirerade av Leibniz sétter vi (b—a)/n = Az. Den grekiska bokstaven
A motsvarar vart "d” som ar begynnelsebokstaven differens. Bokstaven
x anger att skillnade &r i z-led.

Arean av den i:te rektangeln dr d& f(x;)Az och summan av rektang-
elareorna &r lika med

f(x)Az + f(z2)Az + ...+ flan)Az = Z f(xs) Az

Nu visar det sig att om funktionen f(z) &r kontinuerlig s har denna
summa ett gransvirde da n — oo och detta grénsvéirde ar arean av det
sOkta omradet. Vi foljer Leibniz och infoér beteckningen

n

b
/ f(z)dz = lim Zf(mi)Ax.
a n—oo =
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a =Ty T T3 Ti1 x; z,1 b=,

Figur 8:

Vid gransévergangen gér den grekiska bokstaven A 6ver i den latinska d.
Den grekiska bokstaven 3, som motsvarar vart S, 6vergar i ett S-liknande

tecken. Vi kallar
b
/ f(z)dz

for integralen av f(x) fran a till b.

Vi har i resonemangen forutsatt att funktionen f(z) &r positiv. Om
f(z) ar kontinuerlig s& existerar gransvirdet och dirmed integralen dven
om f(z) ar negativ eller vixlar tecken i intervallet. Den geometriska
tolkningen ar da att integralen &r lika med skillnaden mellan summan
av de areor som ligger 6ver x-axeln och summan av de areor som ligger
under z-axeln.

Nu har vi infort begreppen derivata och integral for en typ av kvot
mellan tva odndligt sméa tal respektive en typ av summa av o#ndligt
manga odndligt sma tal. Det finns ett samband mellan dem som kan
kalla analysens fundamentalsats. Den lyder som foljer.

Analysens fundamentalsats Om den reellvirda funktionen f(x) ar
kontinuerlig i intervallet a < x < b och om F(x) dr en funktion sidan
att F'(x) = f(z) dd a < x < b sd dr

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Funktionen F'(x) kallas primitiv funktion till f(x) och man brukar
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inféra beteckningen
[F(2)]e = F(b) — F(a).

a

Sambandet mellan integral och derivata dr dtminstone for mig bade
enkelt och férvanande. Vi kan testa satsen med ett enkelt exempel. Vi
har tidigare visat att derivatan av funktionen f(z) = 22 &r f'(x) = 2u.
Alltsa &r 22 en primitiv funktion till 2z. Analysens fundamentalsats ger
da att

1
/ 2rdr = [2*]g =12 — 0% = 1.
0

Omradet som begrinsas av y = 2z, z-axeln samt linjerna x = 0 och
x = 1 &r en ratvinklig triangel med kateterna 1 och 2. Dess area ar
1 som &verensstammer med integralen ovan. Lasaren kan sjilv rita en
figur.

Vi har hiirlett derivatan av en funktion ndmligen f(z) = x?. Lisaren
kan sjélv verifiera att fér en konstant funktion g(z) = C &r derivatan
¢'(z) = 0 och for en linjar funktion h(z) = ax + b, dér a och b &r
konstanter, ar h'(x) = a. Man kan gé systematiskt tillviga och hérleda
derivatorna av de elementéra funktionernaﬂ man kan visa rikneregler for
derivatan av en summa, en skillnad, en produkt, en kvot, en sammansatt
funktion och en invers funktion. Med hjalp av dessa réakneregler kan man
sedan ge standardmetoder for att berdkna integraler som partialintegra-
tion och variabelsubstitution. Att bestdmma derivator och integraler av
mer eller mindre komplicerade funktioner &r ett standardomrade f6r pro-
blemlosning som bade kraver kinnedom om de elementéira funktionerna
och algebraisk fingerfardighet.

Hur bevisas den?

I beviset for analysens fundamentalsats kommer vi att utnyttja fem egen-
skaper hos integraler som &r enkla att inse och inte heller svara att bevisa
formellt. De &r

b
/ Cdx = C(b—a) om C &r en konstant.
° Om c ar en punkt dér a < ¢ < b sa &r

/abf(x)d:c - /acf(x)dx+/cbf(x)dx

5Till de elementira funktionern riknas potensfunktionen z®, exponentialfunktio-
nen, logaritmfunktionen, de trigonometriska funktionerna och arcusfunktionerna.
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/ab(f(x)ﬂ:g(x)d:cz/abf(gc)dxi/abg(x)dx

b b
/ A (z)dx = )\/ f(z)dx dir X ar en konstant

. Om f(z) < g(x) for alla x sddana att a <z < b sd ar

/a ' flapde < / " (@)

I dessa pastaenden har vi férutsatt att f(z) och g(z) &r kontinuerliga
funktioner pé intervaller a < x < b.

Grundidén i beviset av analysens fundamentalsats ar att studera
funktionen

S(z) = / F(t)dt
och visa att S’(x) = f(z). Vi betraktar darfor

S(x+h) —S(x)
—

I figur 9 &ar har vi illustrerat situationen da f(z) > 0 och den morkare

S(z)
T x
a x l z+h b
S(x+h) — S(x)
Figur 9:
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strimlan &r differensen S(x + h) — S(z). Den dr for sma h rektangellik-
nande och har en area som ar ungefir f(x)-h. Kvoten (S(x+h)—S(z))/h
ar darfor ungefir f(z) och vart pastaende verkar korrekt, men det krévs
ett mer strikt bevis som bl.a. inte férutsétter att f(z) > 0.

Vi observerar forst att

z+h x z+h
S(x+h)—S(x):/ f(t)dtf/ f(t)dt:/ F()dt.

Funktionen f(t) ar kontinuerlig intervallet x < ¢ < 2 4+ h som &r slutet.
Enligt en kind sats for kontinuerliga funktioner antar dé funktionen sitt
storsta varde M och sitt minsta m samt alla virden daremellan. Eftersom
m < f(t) < M sa ar

z+h z+h z+h
/ mdt < / F(t)dt < / Mdt
x x x

vilket medfor att
z+h
m~h§/ ft)ydt < M - h.

Da ar alltsa

x —S(x @th
S( —i—hlz S( ):}11/70 ()t

ett tal mellan m och M och antas dérfor i en punkt £ sddan att
< &< x4+ h Om vilater h — 0 sd medfor det att £ — = och

S(x+h) —S(x)
h

eftersom f(z) ar kontinuerlig. Vi har visat att S'(z) = f(z). Eftersom
S(a) =0sa &r

= [(&) = f(=z)

b
| e =s0) - s(@
diar S’(x) = f(z). Det verkar som vi ar nistan framme. Men S(x) &r

bara en funktion sddan att S’(z) = f(z) och analysens fundamentalsats
sager att

b
[ #tat=r) - Fo

for varje funktion F(z) sddan att F'(x) = f(x). Vi ar alltsd inte fardiga
an.
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Lat darfor F(x) vara en godtycklig funktion sddan att F'(z) = f(z)
och betrakta D(x) = S(z) — F(z). Da &r

D'(z)=5"(z) — F'(x) =0

for alla x i intervaller a < z < b. Det ligger néra till hands att dra
slutsatsen att D(x) = C dér C dr en konstant. I sd fall &r S(z) = F(z)+C

och
b
/ f)dt =S(b)—S(a) =F(b)+C — (F(a)+ C)=F(b) — F(a)

och satsen ar visad.

Vi har tidigare konstaterat att derivatan av en funktion som &r kon-
stant i ett intervall dr lika med 0. Men kan vi dra slutsatsen att om
en funktions derivata dr lika med 0 i ett intervall sa dr funktionen kon-
stant dar? De flesta accepterar nog detta utan bevis ungefar som de
accepterar entydigheten av primtalsuppdelningen i aritmetikens funda-
mentalsats. Men funktioner kan se mycket egendomliga ut &ven om de
ar kontinuerliga. Ett bevis kiinns nédvandigt inte bara fér formens skull.
Beviset innehaller manga sma steg och vi visar férst en sats som inte &r
obekant for den som 16st problem dér det géller att bestdmma maximum
och minimum av en funktion.

Sats Om g¢(x) ar deriverbar i intervallet a < z < b och om g¢(x) antar
sitt storsta eller sitt minsta vérde i en punkt zg sddan att a < zg < b sa
galler att ¢'(xg) = 0.

Vi antar att att g(z) antar sitt storsta virde i 2o 1 det inre av intervallet
d.v.s. att a < zg < b. Om |h| ar tillrdackligt litet si ligger xo + h i
intervallet och g(z¢) > g(xzo + h). Det medfor att

9(zo + ) — g(x0)
h
Om vi later h — 0 da h > 0 far vi att ¢’(zg) > 0 och om vi later
h — 0dah <0 far vi att ¢’(x9) < 0. Alltsd maste ¢'(z9) = 0 och var
sats dr bevisad.

<0O0omh>0o0ch >0omh <O0.

Nu kan vi ta det sista steget i beviset av analysens fundamentalsats.

Sats Om g(x) &r en funktion som &r deriverbar i intervallet @ < x < b
och om ¢'(z) = 0 for alla x i intervallet s& ar g(z) = C dar C &r en
konstant.
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Vi antar motsatsen vilket innebdr att det finns x; och x5 sddana att
x1 < 23 och g(x1) # g(z2).

Vi infor en hjilpfunktion m(z) = kx + | vars graf dr en rét linje
genom punkterna (z1, g(x1)) och (22, g(x2)). Eftersom g(z1) # g(z2) &r
k # 0. For funktionen

h(z) = g(x) — m(x) = h(z) — kx — 1

galler da att h(z1) = g(z1) —m(z1) = 0 och h(z2) = g(x2) —m(z2) =0
samt att h'(z) = ¢'(x) — k,

Om h(z) =0 for alla z i intervallet z; < x < x5 s& dr h'(z) = 0 dér.
Men det innebér att ¢'(z) = k # 0 vilket strider mot forutséttningen att
g'(x) = 0 for alla = sddana att a < z < b. Alltsd kan inte h(z) = 0 for
alla z 12y <x < xo.

Funktionen h(z) ar kontinuerlig i det slutna intervallet 27 < z < 9
och enligt en sats om kontinuerliga funktioner maste den anta ett storsta
och ett minst virde dir. Om h(x) inte &r lika med 0 i hela intervallet
s& maste, eftersom h(x1) = h(x2) = 0, antingen dess storsta vérde eller
det minsta antas i en punkt £ sadan att z; < £ < x4. Enligt den sats vi
nyss bevisat maste da h'(€) = 0 vilket inbér att ¢'(§) = k och eftersom
k # 0 strider det mot forutsattningen att ¢'(z) = 0 for alla x sddana att
a<x<h.

Vart antagande att g(x) inte ar konstant i a < x < b &r felaktigt.
Alltsa finns det en konstant C' sadan att g(z) = C férallazia <z <b.
Satsen &ar visad och av den foljer Analysens fundamentalsats.

Den enkla idén som illustreras i figur 9 har férvandlats till langa och
kanske ibland snéariga resonemang. Det ar latt att rita en enkel kurva och
fa idéer fran den men en funktion kan se ut pa4 manga sétt och det ar
ofta svart att rita grafen. Den kan t.ex. oscillera kraftigt néra en punkt
som sin(1/x). Det behovs ett formellt bevis och med ledning av vér figur
hittade vi det. Men det finns "luckor”. Vi stéder oss hela tiden pa en sats
om kontinuerliga funktioner som vi inte bevisar. Den lyder som foljer

Sats En funktion f(x) som &r kontinuerlig pa ett slutet begrinsat inter-
vall a < & < b antar alla virden mellan sitt storsta M och sitt minsta
m d.v.s. for varje tal yo sadant att m < yg < M finns ett xo sadant att

Yo = f(wo).

Satsen &r relativt svar att bevisa och utnyttjar grundldggande egen-
skaper hos de reella talen. Det krdvs ocksa en formell definition av be-
greppet kontinuitet. Man séger att en funktion dr kontinuerlig i en punkt
aom f(z) — f(a) d& © — a d.v.s. man utnyttjat gransvirdesbegreppet
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som i sin tur maste preciseras och konkretiseras. Vi ska inte ga in pa hur
man kan gora det men aterkommer till fragan i det historiska avsnittet.

Tillampningar

Differential- och integralkalkylen eller Kalkylen utvecklades i samband
med den klassiska framstéallningen av naturlagarna som férknippas med
Newtons Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Det &r dérfor
sjalvklart att den har haft och har stor betydelse inte bara for var
kunskap om naturlagarna utan ocksa for vara mojligheter att utnytt-
ja dem for att utveckla tekniska system. Man kan siga att Kalkylen &r
en oundganglig del av den klassiska mekaniken som 1i sin tur ar en for-
utsdttning for den industriella revolutionen. Matematisk analys anviands
nu inte bara inom naturvetenskap och teknik utan ocksa inom ekonomi
och samhéllsvetenskap. Det samband mellan derivata och integral som
ges av analysens fundamentalsats anvdnds stédndigt i tillimpningarna
som ar manga och sjilvklara. Inom statistiken ar Kalkylen ett centralt
hjalpmedel och i sambandet mellan férdelningsfunktion och frekvens-
funktion fér en kontinuerlig stokastisk variabel kinner vi igen analysens
fundamentalsats. For att bestdmma den totala massan om man kidnner
massfordelningen anvinds fundamentalsatsen och detsamma géller om
man kinner laddninsgtéitheten och vill bestimma den totala laddning-
en. Manga processer beskrivs av samband mellan en funktion och dess
derivator, sa kallade differentialekvationer, och i arbetet med att fran
en sadan ekvation héirleda egenskaper hos den sékta funktionen &r ofta
fundamentalsatsen ett sjalvklart hjalpmedel.

Vid tilldimpningar av matematik vill man ofta i slutdndan ge resul-
taten i numerisk form. Om en 16sning beskrivs med t.ex. en funktion
vill man kunna berdkna funktionens vérden i olika punkter. De funk-
tioner man vill bestdmma &r ofta uppbyggda av de elementéra funktio-
nerna och det kan vara angeldget att géra nagon form av tabeller 6ver
dem. De klassiska tabeller man anviander i skolan ar over kvadratrotter,
over de trigonometriska funktionerna och &ver logaritm- och exponen-
tialfunktionerna. Tidigare fanns tabellerna i pappersform, nu finns de
digitalt. Hur kan man berdkna dem? De finns olika metoder. Funktio-
nerna kan approximeras med polynom, vars virden berdknas med hjalp
av de tre raknesédtten addition, subtraktion och multiplikation. Det kan
vara en rimlig malsdttning att reducera berdkningarna till att anvinda
de fyra rédknesdtten som sedan gammalt kan utféras maskinellt med val
utvecklade metoder. Analysens fundamentalsats kan vara ett kraftfullt
hjalpmedel for att géra numeriska berdkningar eftersom det finns mycket
effektiva metoder att berdkna integraler. Integralen &r ju gransvirdet av
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en summa av produkter och da delintervallen d.v.s. termerna ar sméa och
antalet termer stort far man bra approximationer. Vill vi bestdmma de
numeriska viardena av t.ex. Inz kan vi utnyttja att derivatan av Inx ar
lika med 1/x och anvénda analysens fundamentalsats. Vi har

ln:l::/ 1dt.
1t

Hogerledet ar en integral och kan approximeras med den metod som vi
beskrivit. Man behoéver da bara anvdnda de fyra rdknesétten eftersom
den funktion man integrerar ar kvoten 1/x. P4 samma sitt kan man
tabellera t.ex. arctan x, Naturligtvis har det under arens lopp utvecklats
allt effektivare metoder, men analysens fundamentalsats dr anvandbar
for att gora tabeller 6ver olika typer av funktioner till exempel de ele-
mentara.

Analysen &r ett av de omrdden inom matematiken som har flest
tillampningar. Det kan gélla naturvetenskap framfor allt fysik. Det kan
galla teknik, statistik och ekonomi. Den har naturligtvis ocksa stor bety-
delse for utvecklingen av matematiken sjélv inte minst for att hitta effek-
tiva metoder for numeriska berdkningar. Och nérhelst analysen tillimpas
visar sig fundamentalsatsen vara ett oumbérligt verktyg.

Historik

Vi har tidigare ndmnt att de grundlaggande idéerna bakom integralbe-
greppet fanns redan under antiken. Areor och volymer bestdmdes genom
att dela upp omradet eller kroppen i ”"oéndligt manga, odndligt sma de-
lar” som sedan summerades. De resultat man d& kom fram till kontrol-
lerades sedan genom Eudoxos uttomningsprincip. Det kan noteras att i
Euklides Elementa fanns metoder att bestimma cirkelns area och konens
volym. Déaremot behandlades inte klotets volym. Det var férst Arkimedes
som nagra decennier efter Euklides visade hur den kan beréknas.
Kalkylens genombrott kom, som vi tidigare ndmnt, pa 1680-talet ge-
nom epokgorande arbeten av Newton och Leibniz. Men de hade foregatts
av insatser av bl.a. Pascal och Fermat. Pascal berdknade arean av det
omrade som begrénsas av kurvan y = sinx och intervallet 0 < z < 7.
Fermat visade hur man kunde bestdmma maximum av en funktion f(z)
genom att studera odndligt sma fordndringar kring maximipunkten. Man
kdnner i hans rakningar igen den metod vi nu anvénder - vi loser ekva-
tionen f’(x) = 0. Men Pascal och Fermat var inte de enda som arbe-
tade med det "oéndligt illa” och “det odndligt stora”. Under foérsta hal-
van av 1600-talet bidrog italienarna Bonaventura Cavalieri (1598-1647)
och Evagelista Torricelli (1608-47) samt fransmannen Giles de Roberval
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(1602-75) med arbeten som utnyttjade infinitesimaler - odndligt sma tal.
Metoden lag i tiden och en férutsdttning fér denna utveckling var den
nya algebran som gav nya mojligheter att rdkna med symboler. Det var
arbeten av framfor allt Francoise Viéte och René Descatertes fran slu-
tet av 1500-talet och bérjan av 1600-talet som brét mark for den nya
algebran.

Men det var alltsd Newton och Leibniz som ungefir samtidigt gav
en mer sammanhéingande teori for rakning med infinitesimaler. Newton
gjorde det 1 Principia fran 1687 men han skrev ocksa ett antal fristaende
artiklar om Kalkylen. I en artikel fran 1684 med den imponerande titeln
Nowva methodus pro maximis et minimas itemque tangentibus, quae ned
fractas nedirrationelles quantitates moratur, et singulare pro illi calculi
genuﬂ infér Leibniz begreppet differential och visar hur man med hjalp
av det kan bestamma tangenter till kurvor och funktioners maxima och
minima. Differentialer &r odndligt sma tal och han anvéinder i en senare
artikel begreppet derivata som en kvot mellan tva differentialer och visar
deriveringsregler fér bl.a. en summa och en produkt. Derivata &ar latin
och betyder ungefar "harledning”. Han dgnar mycket tankearbete at hur
man infor lampliga beteckningar och for en oéndlig liten féréandring av
en variabel x skriver han dz, ’d” som i differens. Han studerar ocksa
integraler och inférde integraltecknet som ett utdraget ”S” - begynnelse-
bokstaven i summa. Leibniz hérledde ocksa analysens fundamentalsats

Newton anvéinde férst termen moment och senare termen fluxion for
det vi kallar derivata. Han inférde begreppen i samband med att han
studerade partiklars rorelse och ville ha ett matt pa deras hastigheter.
Pa samma sétt som Leibniz visade han hur man kunde rékna med fluxio-
ner och han hirledde analysens fundamentalsats. Newtons harledning ar
enklare &n Leibniz. Newtons mer konkreta synséitt gor att satsen faller
ut pa ett mer naturligt sdtt. Han utgar fran ungefar samma bild som vi
gjorde i figur 9. Men redan 1670, fére Leibniz och Newton, publicerade
Newtons liarare Isaac Barrow 1670 en samling av sina foreldsningar. En
av dem innehéaller analysens fundamentalsats i geometrisk form. Fram-
stallningen ar emellertid svar att folja och man far anstringa sig for att
se att det dr fundamentalsatsen som behandlas.

Kalkylen gav vetenskapen ett effektivt redskap. Den fungerade. Fysi-
ken fick en mer enhetlig form och framstéllningen blev mer 6verskadlig.
Men den var i viss man byggd pa losan sand. Den byggde pa rakningar
med “det odndligt lilla” och ”det odndligt stora”. Begreppen &r oklara
och naturligtvis utsattes kalkylen for kritik. Den engelske biskopen Ge-

SEn ny metod att bestimma maxima och minima liksom tangenter, som inte
utesluter varken brak eller irrationella storheter, och en maérklig typ av kalkyl for
detta
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orge Berkley (1685-1753) skrev i en kritisk artikel The Analyst fran 1734
foljande:

Vissa av dem som fordrar klara bevis i religitsa ting och sager
sig inte tro pa annat &n vad de sjilva kan se, sdtter faktiskt
tro till alla dessa punkter. Att de som endast varit fortrogna
med klara fakta bor ha svart att ga med pa dunkla punkter
forefaller inte helt oférklarligt. Men den som kan smélta en
andra- eller tredje fluxion och andra- och tredjeskillnad, be-
hover enligt min mening inte vara krasmagad da det géller
nagon teologisk fraga.

Problemen hade redan under forsta hélften av 1600-talet papekats av
Galileo Galilei (1564-1642). Han formulerar sig pa foljande séitt:

Dessa svarigheter &r reella och de dr inte de enda. Men lat
oss komma ihag att vi har att gora med odndligheter och
odelbarheter, bada 6vergar var dndliga forstéelseférmaga, de
férra pa grund av dess storlek de senare pa grund av dess li-
tenhet. Trots det kan inte ménniskan avsta fran att diskutera
dem dven om det maste goras indirekt.

Men Kalkylens effektivitet kunde inte férnekas. Tack vare den kunde
fysikaliska processer beskrivas och viktiga resultat kunde uppnéas. Flera
larobocker gavs ut och en av de viktigaste var Leonard Eulers Intro-
ductio in analysin inﬁnitorumﬂ fran 1748. Euler var 1700-talets framste
matematiker och han var en méstare i att utnyttja Kalkylen och den
symboliska algebran. Han var inte ensam och under arhundradet sag ett
stort antal matematiska resultat, teorier och metoder dagens ljus. En bi-
dragande orsak till framgangarna var det beteckningssystem som Leibniz
utformat. 1700-talet var for matematiken en mycket produktiv period.

Till slut kom man emellertid till en punkt d& det blev nédvandigt
att precisera begreppen. Det var framfor allt i samband med att Jean-
Baptiste Fourier (1768-1830) i ett arbete fran 1817 om virme anvin-
de trigonometriska serier, som situationen blev akut. Vissa resultat var
beroende av tolkningen av odndliga summor och begreppet kontinuitet.
Det var under andra halvan av 1800-talet som analysen fick en fast grund
mycket tack vare Karl Weierstrass och den serie féreldsningar han gav i
Berlin under aren 1859-1861. Ett centralt begrepp var gransviarde som
Cauchy introducerat under forsta halvan av 1800-talet. Weierstrass vi-
dareutvecklade begreppet inspirerad av Eudoxos uttémningsprincip fran
300-talet fore Kristus och byggde systematiskt upp en stringent teori for
analysen.

7’Inledning till analys av det o#ndliga”
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Denna mycket kortfattade historik handlar om den matematiska ana-
lysen i stort och inte speciellt om fundamentalsatsen. Men fundamental-
satsen dr fundamental fér analysen - didrav namnet. Analysen handlar
till stor del om begreppen derivata och integral och sambandet mellan
dem uttrycks genom analysens fundamentalsats.

Nagra reflektioner

Kalkylen handlar om begreppen integral och derivata och den har upp-
statt ur ett behov att rdkna med "oéndligt sm&” och "oéndligt stora”
tal. Vi har svart att forestélla oss dem. Som Galilei sdger: "Men 1at oss
komma ihag att vi har att géra med oédndligheter och odelbarheter, bada
overgar var andliga forstaelseférméga, de forra pa grund av dess storlek
de senare pa grund av dess litenhet.” Men genom fantasi och finurlighet
gav rédkningarna med “odndligt sma” och “oéndligt stora” tal resultat och
det som foérut kravde langa rékningar och resonemang kunde med hjalp
av Kalkylen goras forvanansvirt enkelt och 6verskadligt. Lange blunda-
de de flesta matematiker for att de grundliggande begreppen var vaga
och odefinierade men nédr Kalkylens anvindningsoméden utokades och
nér fragestillningarna blev allt mer komplexa blev det nédvindigt att
ge analysen en fast grund och det skedde som vi ndmnde i foregaende
avsnitt i slutet av 1800-talet av bl.a. Weierstrass.

Men det uppstod i tillimpningar, framfor allt inom fysiken, situa-
tioner ddr man rdknade med funktioner som kan anta vdrden som &r
odndliga i vissa punkter, ndgot som matematiker med krav pa stringens
hade svart att acceptera. Lat oss ge ett enkelt exempel fran ellaran. An-
tag att vi har en elektriskt laddad stav och att laddningstdtheten &r
p(x). Vi antar att staven motsvarar intervallet —a < z < a. Stavens
totala laddning ar da lika med

/z plx)dz.

En matematiker vill att funktionen p(z) skall vara i ndgon mening "snill”
sa att integralen &r vildefinierad. Det récker att den &r kontinuerlig men
den ska anta &ndliga virden i varje punkt. Men for fysikern dr inte alltid
verkligheten sddan. Vad hénder om man placerar en enhetsladdning i en
punkt i t.ex. z = 07 Hen vill girna anvinda de ekvationer som innehaller
laddning och laddningstathet som har fungerat hittills. Fysikern infor en
funktion, som han kallar deltafunktionen §(z), for att beskriva stavens
laddningstathet om vi har en enhetsladdning i punkten z = 0 och staven
for 6vrigt inte innehaller nagon laddning. Deltafunktionen har féljande
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egenskaper
0(x) =0 om z # 0 och 6(0) = o0

samt
a

0(x)dx = 1.
—a
En saddan funktion har inte plats i den teori som Weierstrass och hans
kollegor omsorgsfullt hade byggt upp. Men det bekymrar inte var fysiker
som integrerar §(x) och sétter

xT
H(x) :/ p(t)dt.

—a
Da ér H(x) =0om —a <z < 0och H(z) =1 om 0 < z < a. Totala
laddningen intervallet —a <t < x 4r ju 0 om = < 0 och lika med 1 om
x > 0. Om vi antar att analysens fundamentalsats kan anvindas sa &r
H'(z) = §(x). Inte nog med att var fysiker studerar funktioner som kan
vara odndliga i vissa punkter. Fysikern deriverar ocksa funktioner som
inte ens ar kontinuerliga. Var fysiker &r langt utanfor Weierstrass varld.

Metoderna kénns tveksamma men de fungerar. Kritik finns men den
far vika infor funktionaliteten. Det gar ett tag men sedan borjar bristen
pa stringens bli besvirande atminstone for matematikerna. Hur bygger
man en teori som omfattar de gamla vanliga funktionerna men dér ocksa
de "nya” finns med? Hur raknar man med dessa nya “funktioner”?

Under mitten av 1900-talet utvecklades teorier for en ny klass av
“funktioner” som léste problemen. Den franske matematikern Laurent
Schwartz (1915-2002) skapade vad han kallade distributioner och tva rys-
ka matematiker Israel Gelfand (1913-2009) och Georgiy Shilov (1917-75)
kallade sina nya objekt for generaliserade funktioner. Bada begreppen
16ste problematiken, men Schwartz distributioner och det sétt han pa
vilket han inférde dem, &r nu det vanliga. De grundldggande definitio-
nerna i hans teori ar enklare och mer 6verskadliga. De ryska eller kanske
riattare sovjetiska matematikerna var pa den tiden rétt isolerade fran
vastvarlden och deras artiklar skrevs pa ryska. Det &r forst langt senare
de Oversattes till engelska. Detta kan ha bidragit till att Schwartz intro-
duktion av distributioner blev den géngse. Vi ska ge nagra antydningar
om hur Schwartz gar tillvaga.

En funktion f(z) som &r definierad pa hela reella axeln &r bestdmd
av sina virden. For varje x vet vi vad f(x) &r. Vissa funktioner dr konti-
nuerliga och vissa &r deriverbara. Men funktioner kan ocksa bestammas
pa andra sitt. Antag att vi kéinner

/ Z J()p(w)dz
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for ett stort antal funktioner ¢(z) som vi kallar testfunktioner. Om an-
talet testfunktioner &r tillrickligt manga och véljs skickligt bor dessa
integraler karakterisera f(x) a&tminstone om vi vet att t.ex. f(z) &r kon-
tinuerlig. Hur ska vi da vélja vara funktioner ¢(z)? Schwarz inférde en
klass av funktioner som han betecknade med D och som bestar av alla
funktioner som har obegridnsat antal derivator och som &r lika med 0
utanfor nagot intervall —A < x < A. Finns verkligen sddana funktioner
6verhuvudtaget? Det &r inte helt trivialt. Och réacker de i sa fall for att
f(z) ska karakteriseras av att vi kiinner

/ Z J()p(w)dz

for varje funktion p(z) i D? Schwartz kunde ge ett positivt svar pa den
forsta fragan. Men det krdvs en del arbete. Kravet péa att testfunktio-
nerna ska ha obegréansat antal derivator dr mycket starkt.

Svaret pa den andra &r litet mer komplicerat. Tva funktioner f(z) och
g(z) som bara skiljer sig at t.ex. i ett dndligt antal punkter ger ju samma
viarden pa integralerna. Schwartz lyckades visa att om integralerna &r
lika for alla ¢(x) i D sa ar f(z) = g(z) for alla reella tal z utom for
en mycket liten méngd - en mingd som i en viss mening har mattet 0E|
Funktionerna séges da vara lika nésta 6verallt. Han identifierade da helt
enkelt tva funktioner f(x) och g(x) som &r lika néstan 6verallt.

Schwarz noterade ocksa att summan av tva testfunktioner ar en test-
funktion och produkten av en testfunktion med ett reellt tal A ar en
testfunktion samt att D &r ett linjart rum. Vidare géller att

[ t@e@ + e = [ r@e@ies [ i@ed

och

| f@0eands =2 [ f@s
for alla 1(x), pa(z) och p(x) i D samt alla reella tal A.

Om f(z) ar en funktion som t.ex. ar kontinuerlig har vi till varje ¢ i
D har vi ordnat ett tal som vi kallar T¢(¢) ndmligen

70 = [ 1@

och avbildningen 7T : D — R &r en linjér avbildning fran D till R.

8Inom matematiken hade under bérjan av 1900-talet utvecklats ett omrade som
kallas méatteori och dar man preciserade begreppet méatt av en delméngd av de reella
talen.
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Men det finns fler linjira avbildningar fran D till R &n de som defi-
nieras av en kontinuerlig funktion f(x) som t.ex. de bada avbildningarna
T5 och Ty som definieras genom

Ts(p) = ¢(0) respektive Ty (p) = /OOO o(x)dx.

Vi observerar ocksd att om f(x) &r deriverbar med derivatan f'(z) sa
far vi med hjalp av partialintegration att

Ty (p) = / f@)p(x)de = [f(z)p(2)] = — / f@)¢' (z)dz
och eftersom ¢(z) = 0 for stora positiva och negativa x sa har vi

Tp(e) = [ §@)¢ @he = ~Ty(). o

Vi har betraktat linjira avbildningar fran det linjira rummet D till
de reella talen R. Linjara avbildningar vars virdeméngd ar en delméngd
av R kallas ofta linjéra funktionaler och for att férenkla framstéllningen
infor vi den terminologin.

Schwartz infor ocksa ett slags konvergensbegrepp i det linjara rummet
D. En foljd av funktioner ¢, av funktioner i D gar mot en funktion ¢
i D om en rad villkor ar uppfyllda. Det skulle fora alltfor langt att
precisera dem men det ricker inte att ¢n(z) = ¢(x) for varje z i R.
Nér ett konvergensbegrepp inférts kan man pa ett naturligt sdtt infora
begreppet kontinuitet och en linjir funktional T pa det linjara rummet
D kallas kontinuerlig om T'(¢,,) — T(v) d& @, — ¢ 1 D.

Nu ar det dags att inféra begreppet distribution.

En distribution T" &r en kontinuerlig linjar funktional pa D och méngden
av distributioner betecknar Schwartz med D’.

Med ledning av (1) definierar vi derivatan 7" av distributionen T
genom
T (o) = =T(¢') for alla ¢ i D.

Varje kontinuerlig funktion f(z) ger upphov till en distribution T. Vi
behover inte férutsdtta att den dr kontinuerlig. Det récker t.ex. att den
ar integrerbar Gver alla intervall pa reella axeln. Vi har ocksa konstaterat
att tva funktioner ger upphov till samma distribution precis da de &r lika
ndstan overallt. Det &r i lingden tungrott att anvéinda beteckningen 7't
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for distributionen som motsvarar funktionen f(x). Vi férenklar och skri-
ver helt enkelt f istéllet for Tt och kommer ihag att f &r en distribution.
Det blir d& inte meningsfullt att tala om vérdet f(z) dér « &r en speciell
punkt pé reella axeln eftersom tva funktioner som &r lika néstan éverallt
genererar samma distribution.

For att illustrera hur man deriverar gar vi tillbaka till “funktioner-
na” §(x) och H(z). Motsvarande distributioner definieras genom deras
varden pa testfunktionerna d.v.s.

3() = p(0) o Hig) = [ (o).
Vi beraknar H' och far
H'(g) = —H(o) = - / () = — (gl = 9(0) = 6(¢)

eftersom p(z) = 0 for stora x.

Alltsa giller H' = § som forvantats om distributionerna ska uppfylla
ett av de enklare kraven man stéllt pa dem.

Vi néjer oss med att konstatera det. Malsdttningen &r att ge den
eventuelle ldsare en liten forsmak av hur man kan definiera och rdkna
med distributioner. Gissningsvis tycker manga det ar besvarligt. Manga
nya beteckningar och begrepp kan gora det svart att vid en forsta lasning
halla isdr dem och abstraktionsnivan &r hog. Jag kan trosta ldsaren med
att jag sjilv en gang forsokt sdtts mig in i Gelfand och Shilovs ansats
och fann den mer svartillgidnglig &ven om den var mer konkret. Schwartz
tillhorde den grupp matematiker som kallade sig Bourbaki och som sokte
bygga upp den tidens matematiska kunskap ungefar som Euklides gjorde
i Elementa. Deras framstédllning dr abstrakt och matematiska strukturer
har en framtriddande plats. Teorin for distributioner har skapats i den
andan.

De réakningar som fysiker tidigare framgangsrikt gjort kunde genom
inférandet av distributioner legitimeras. Man hade "funktionsliknande”
objekt som kunde derivera hur ménga ganger man ville. Vidare ar det
latt att se att D’ ar ett linjart rum. Man kan addera distributioner och
multiplicera dem med ett reellt tal. Dédremot finns det ingen enkel tolk-
ning av produkten av tva distributioner. Distributionsteori &r ett effek-
tivt hjidlpmedel i studiet av differentialekvationer. De soékta funktionerna
kan omtolkas till distributioner och man kan d& obekymrat derivera. Nar
man sedan kommer fram till en 16sning och vill studera dess egenskaper
blir man tvungen att ga tillbaka till funktionstolkningen och det ar inte
alltid enkelt. Men distributionerna har gjort resonemangen mer 6verskad-
liga och darmed blir det kanske ldttare att se nya samband och utveckla
nya teorier.
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Det "odndligt lilla” och det "oédndligt stora” arbetade man med redan
under antiken och man gjorde det pa ett logiskt oantastligt sétt. Men
resonemangen var langa och omstidndliga. Nar den symboliska algebran
1600-talet blev en naturlig del av matematiken kunde formella rakningar
med infinitesimaler goras relativt enkelt och ett nytt omrade av mate-
matiken, analysen, utvecklades. Den blev ett kraftfullt redskap inte bara
for fysiken utan dven f6r matematiken sjilv. Men grunden var brécklig.
Det "oéndligt lilla” och det "oéndligt stora” var odefinierade storheter
och analysen behdvde en stabil grund och en systematisk framstéllning
och en saddan skapades under andra hélften av 1800-talet. Analysen an-
viandes av framfor allt fysiker men de gick ”"6ver grénsen” och anvénde
den pa ett sdtt som inte var strikt. En ny teori skapades som utvidgade
analysen och férsag den med nya begrepp t.ex. distributioner,

Matematiska teorier skapas for att 16sa problem. Nar problemen inom
ett omrade blir alltmer komplicerade och l6sningarna alltmer svara att
beskriva skapar man nya begrepp som innebér att man far stérre Gver-
blick och nidr man véal vant sig vid det nya blir det enklare att bade losa
och formulera nya intressanta problem. Ett nytt omrade skapas i vilket
det gamla &r en del och i det nya omradet uppkommer i sin tur problem
som maste 16sas och dar man ser nya intressanta problemstéllningar. For
att forenkla arbetet infor man nya mer abstrakta begrepp och sa utvid-
gas matematiken hela tiden. Den svenske poeten Goéran Sonnevi (1939-)
skriver i sin diktsamling Det omdjliga

att musiken! Att ingen grins

finns for dess

utvidgning liksom den inte finns for
matematiken

och for kénslolivets

variation, forgrening, kirlekens

och hatets

dnnu okdnda former.

Att jamfora matematik med kérlek och hat kan fér manga kénnas
egendomligt. Men den som arbetat med matematisk problemlésning vet
hur man kan kéinna frustration och néstan hat nir man foértvivlat séker
16sningen pa ett problem. Men om och nér man vél hittar 16sningen kén-
ner man en eufori som utvecklar en kiirlek till &mnet. Och finns det nagot
vackrare ar en matematisk teori dar begrepp och samband askadliggdrs
enkelt och klart och med logisk stringens. Kanske ténkte Sonnevi inte i
dessa banor. Men jag gor det.
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