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Den femte texten i min lilla serie om matematik har titeln Matematik
som logiskt systembygge. Den handlar om matematikens grundvalar och
ar ett forsok att folja arbetet med att ge matematiken en logisk struktur
fran Fuklides till Gédel. De problem som behandlas &r mycket abstrakta.
Néagra tycker kanske att de &ar for abstrakta.

For nagra ar sedan hade jag intressanta diskussioner om matema-
tik och matematikundervisning med en forskare fran Kina som géstade
matematiska institutionen, som d& var en del av Vaxjo universitet och
som nu ingar i Linnéuniversitetet. Vi jamforde tva centrala verk inom
matematikens historia. Det ena var det kinesiska verket Nio kapitel om
den matematiska konsten fran 200-talet e.Kr. som sammanstéllts av Liu
Hui (ca 220-80) och det andra var Euklides Elementa fran 300 talet f.Kr.

Det kinesiska arbetet innehaller 246 problem med l6sningar inom
skilda omraden som lantméteri, handel, métning av areor och volymer,
ratvinkliga trianglar, ingenjorskonst m.m. Problemen leder till olika ma-
tematiska tekniker som rdkning med negativa tal, procentrikning, re-
guladetrﬂ7 bestdmning av kvadrat- och kubikrotter, proportionalitet,
hastighets- och flédesproblem, bestdmning av storsta gemensamma de-
lare, aritmetiska och geometrisk summor samt linjira ekvationssystem
med Gausselimination. Det férekommer ocksa forsck att rdkna med in-
finitesimaler. Listan &r lang och skulle kunna goras ldngre. Manga av
de metoder och begrepp som beskrivs kom langt senare att utvecklas i
Europa.

Elementa ar uppbyggd pa ett helt annat sétt. Dar forscker man ge en
struktur at den tidens matematiska kunnande och visa pa sambanden
mellan matematiska pastaenden eller satser. Verket byggs upp utifran
ett antal axiom och satserna bevisas genom strikt logiska resonemang.
Stilen ar klinisk och medvetet stram. Inga tillampningar ges och det finns
inga diskussioner om vare sig grundtankarna i bevisen eller om hur man
valt ordningen mellan satserna. Framstéallningen verkar vid en jamforelse
med den i Nio kapitel om den matematiska konsten torr och trakig. A
andra sidan kinns det kinesiska verket spretigt. Samband mellan olika
metoder och begrepp behandlas inte systematiskt.

Jag minns att jag just da forsokte lésa delar av Nio kapitel om den
matematiska konsten och att jag hade borjat beundra framstéllningen
med dess starka anknytning till vardagsproblem. Kanske tyckte jag att
vi i vésterlandet under arhundraden borde haft mer av det och mindre
av Elementa som forberedelser for studier i matematik pa hogskoleniva.
Min kinesiska kollega tyckte tvartom. Hon menade att Nio kapitel om den
matematiska konsten kanske hade varit alltfér dominerande i kinesisk

IReguladetri betyder "rakning med de tre”. Ett typiskt problem &r: Om 3kg av en
vara kostar 7.80 kr hur mycket kostar 4 kg?



matematikundervisning. Hon saknade inte bara den stringens och den
struktur som finns i Elementa utan ocksé de mer principiella fragor som
kommer upp och som leder till icke-euklidisk geometri och till ett annat
sitt att se matematik med abstrakta strukturer som grupp, ring, kropp
och linjart rum — teorier som har visat sig vara viktiga for utvecklingen
av naturvetenskaperna i forsta hand fysik men ocksa for t.ex. statistik.
En alltfor hard anknytning till tilldimpningarna kan hindra skapandet av
nya abstrakta matematiska teorier som visar sig vara effektiva. Den laser
fantasin.

Vi kom val till den slutsatsen att bada sétten att se matematiken
hade sina fortjanster och att nagon form av kombination vore énskvérd
och det bér kunna lata sig goras pa nagot satt. Att i undervisningen lata
tillimpningarna vara ett avstamp for utveckling av matematiska teorier
samtidigt som man klargér de abstrakta sambanden mellan matema-
tiska begrepp, metoder och teorier. Innehaller dagens matematikunder-
visning i Sverige tillaimpningar pa nagorlunda komplicerade vardagspro-
blem? Bevisar man satser och formulerar man definitioner? Jag vet inte
men hoppas att sa &r fallet.

Det var under arbetet med denna text som jag erinrade mig diskus-
sionerna med min kinesiska kollega. Den ursprungliga idén var emellertid
nagot helt annat. En fére detta student berdttade att han nyligen utan
framgang hade forsokt sétta sig in i Godels teorier. Jag tédnkte att jag
kanske skulle kunna hitta ett sitt att gora dem begripliga. Men det var
for svart for mig. Abstraktionsnivan &dr mycket hog och resonemangen ar
alltfor komplicerade. Jag fick ge upp. Istéllet blev det denna lilla exposé
kring diskussionerna kring matematikens grundvalar. Om ni har tid och
lust s& hall till godo!

Vixjo pa Mors dag 2026
Anders Tengstrand



Euklides Elementa — ett
forsok att ge
matematiken struktur

Om Euklides misslyckas med att tinda

din ungdomliga entusiasm sd dr du inte fodd
att bli en vetenskaplig tinkare.

Albert Einstein (1879-1955)

Det dr chockerande att unga mdnniskor ska
forvirra sina hjarnor med enbart logiska subtiliteter,
att forsdka forsta beviset av ett sjalvklart fakta

med hjdilp av ndagot som ar lika ... sjdlvklart.
Oliver Heaviside (1850-1925)

Ar en matematisk sanning odiskutabel? Kan vi lita pa den? Hur
hénger olika matematiska satser samman? Kan de inordnas i nagon form
av system dar det framgar hur olika satser beror av varandra? Hur be-
skriver man matematiska begrepp med tillrécklig precision?

Dessa fragor ror matematikens grundvalar och forr eller senare maste
vi som arbetar med matematik pa nagot sétt ta stéllning till dem. Det
galler inte minst om man vill tradera ett matematiskt innehall. Fragorna



berdr i hog grad den som undervisar i matematik. Men de angar ocksa
forskare. Hur ska jag veta att de resultat jag kommit fram till &r korrekta?
En matematisk sanning ska ju vara nagot absolut. Matematiska satser far
inte vara l6sa pastaenden. De ska kunna héarledas med logisk stringens.
Vad menar vi med det?

Det forsta systematiska forsoket att tackla dessa fragor finns i Eukli-
des Elementa fran 300-talet fore var tiderdknings borjan. Den har om-
ndmnts vid manga tillfallen i mina texter. Vi ska titta lite ndrmare pa

uppbyggnadenEI

Omfattning Elementa ir en sammanfattning av den tidens matema-
tiska kunnande. Vetenskaplig matematik var pa den tiden i det ndrmaste
synonymt med geometri. Verket bestar av 13 bocker och det &r i det
forsta kapitlet som principerna for verkets uppbyggnad introduceras. I
det ges grundlaggande definitioner, fem postulat , fem grundsatser, kon-
gruensfallen, satser om vinklar, bestdmning av areor av polygoner samt
Pythagoras sats. De 6vriga kapitlen behandlar satser om cirklar, talteori
i geometrisk form, geometrisk algebra som innehaller bl.a. kvadrerings-
och konjugatreglerna ocksa de i geometrisk form, berdkning av volymer
samt de regelbundna polyedrarna.

Definitionerna Den forsta boken inleds med 23 definitioner. Eukli-
des borjar med att definiera begreppen punkt, linje, stricka och plan.
En punkt &r nagot som inte kan delas. En linje &dr en lingd utan bredd
vars dndar ar punkter. En strdcka ar en linje som ligger jamnt mellan
punkterna. P& liknande sétt definieras yta och plan. For mig &r dessa
definitioner langt ifran tillfredsstéllande och definitionen av stricka be-
griper jag inte. Men om man utgér fran dessa grundlidggande begrepp sa
ar ovriga definitioner klara och tydliga.

Postulat och grundsatser Euklides utgar fran fem postulat. De
ar utgangspunkterna for framstéllningen och anvénds i bevisen. De &r
egenskaper hos de objekt han studerar och de behdver inte bevisas.

Postulat 1. Genom tva punkter gar precis en rat linje.

Postulat 2. En stricka kan forldngas till en stricka av godtycklig langd.
Postulat 3. Kring en punkt kan man beskriva en cirkel med en given
stracka som radie.

Postulat 4. Alla réita vinklar &r lika med varandra.

Postulat 5. Om tva réta linjer skirs av en tredje och om summan av
tva inre vinklar pad samma sida om den skirande linjen dr mindre &n tva

2Framstillningen &r mycket Oversiktlig. En mer detaljerad framstéllning
finns i Atta kapitel om geometri. Elementa i sin helhet finns p& linken
aleph0.clarku.edu/ djoyce/java/elements/elements.html.



Figur 1: En illustration till det femte postulatet. Summan av de bada vinklarna u
och v &r mindre &n tva rata och de bada rata linjerna skar varandra till vinster om
den tredje linjen.

riata, sa skiar de bada linjerna varandra pa samma sida om de dras ut
tillrackligt 1angt.

Vi noterar att det femte postulatet ar betydligt mer komplicerat &n
de fyra 6vriga. Det illustreras i figur 1 och vi aterkommer till det senare.
Euklides utgar ocksa fran fem mer allmédnna grundsatser.

Grundsats 1. Tva ting som bada &r lika med ett tredje ar ocksa lika
med varandra

Grundsats 2. Om lika adderas till lika blir summorna lika.
Grundsats 3. Om lika subtraheras fran lika ar skillnaderna lika.
Grundsats 4. Ting som é&r identiska med varandra &r ocksa lika med
varandra.

Grundsats 5 Det hela ir storre dn sina delar.

Postulaten och grundsatserna kallas ofta axiom.

Satserna Efter de inledande definitionerna och axiomen bevisas sat-
serna. Ordningen mellan satserna dr viktig och de numreras. Vill vi visa
t.ex. sats 15 far vi anvinda axiomen och satserna 1-14 och inga andra.
Bevisen dr rent deduktiva. Nagon diskussion om vilka idéer som ligger
bakom ges inte. I varje steg hénvisas till det axiom eller den sats som
utnyttjas och ndr man natt fram till det det 6nskade resultatet avslutas
beviset med VSB som betyder Vilket Skulle Bevisas.

For att illustrera framstéllning gar vi igenom beviset av Sats 1.5 d.v.s.
sats 5 i bok I. Vi skriver forst upp de fyra forsta satserna som vi far an-



vianda oss av.

Sats I.1. Att pa en given striacka konstruera en liksidig triangel.

Sats 1.2. Att fran en given punkt dra en stricka lika med en given strac-
ka.

Sats 1.3. Att fran den storre av tva givna strickor avskira en stréicka
lika med de mindre.

Sats I.4. Om tva sidor och mellanliggande vinkel i en triangel &r lika
med motsvarande element i en annan triangel sa ar trianglarna kongru-
enta.

De tre forsta satserna &r konstruktionsuppgifter. Vid konstruktioner far
man bara anvinda sig av en ograderad linjal och passare. Forst beskri-
ver Euklides hur konstruktionerna utfors och dérefter bevisar han att
resultatet dr korrekt. Den fjarde satsen kallas férsta kongruensfallet och
tidigare har man definierat begreppet kongruens pa foljande satt: Tva
trianglar siges vara kongruenta om motsvarande sidor och vinklar &r lika
stora. Nu formulerar och bevisar vi sats 1.5 och hénvisar till figur 2.

Sats I.5. Vinklarna vid basen i en likbent triangel &r lika
stora.

GIVET: En triangel ABC dér AB &r lika med AC.
PASTAENDE: Vinkeln ABC ir lika med vinkeln ACB.
BEVIS: Konstruera punkterna D och E pa foérlangningarna
av AB respektive AC'. (Postulat 2)

Lat F vara en punkt pd AD mellan B och D och konstruera
en punkt G pad AE sadan att AG &r lika med AF. (Sats 1.2)
Betrakta nu trianglarna ABG och ACF.

Sidan AB é&r lika med sidan AC' enligt forutsédttningen.
Sidan AG é&r lika med sidan AF enligt konstruktionen.
Vinkeln BAG &ar identisk med och ddrmed lika med vinkeln
CAF. (Grundsats 4)

Alltsa ar trianglarna ABG och ACF kongruenta. (Sats 1.4)
Alltsa giller att sidan BG &r lika med sidan C'F, att vinkeln
ABG ér lika med vinkeln AC'F och att vinkeln AGB ar lika
med vinkeln AFC.

Betrakta trianglarna BFC och CGB.

Enligt forutsittningen &r sidan AB lika med sidan AC.
Enligt konstruktionen &r sidan AF' lika med sidan AG.

D& édr sidan BF lika med sidan CG. (Grundsats 3)

Sidan BG &r lika med sidan C'G enligt vad vi nyss bevisat.
Vinkeln BFC' ar lika med vinkeln C'GB enligt vad vi nyss
bevisat.

Da ér trianglarna BFC och CGB kongruenta. (Sats 1.4)



Figur 2:

Alltsé ar vinkeln F BC lika med vinkeln GCB.

Men vinkeln ABC' ar skillnaden mellan tva riata och vinkeln
FBC och vinkeln ACB éar skillnaden mellan tva rdta och
vinkeln GCB. Alltsa vinkeln ABC' lika med vinkeln ACB.
(Grundsats 3)

VSB

Beviset saknar som jag tidigare ndmnt kommentarer. Varfor gor vi
s& har? Den fragan varken stélls eller besvaras. Framstéillningen ar kli-
nisk. Stilen &r ren och upprepningarna &r legio. Exaktheten &r viktigare
an lasbarheten. Det karakteriserar alla de tretton kapitlen. Just Sats 1.4
ansags vara speciellt svar. Den brukade kallas for asnebryggan. Forstod
man den s& ansags man kunna ta sig igenom hela FElementa.

Det femte postulatet Som vi tidigare nimnt intar det femte pos-
tulatet en séarstéllning bland axiomen. Det &r betydligt mer komplicerat
an de 6vriga. Redan under antiken ansag flera matematiker att det borde
kunna hérledas utifran de fyra 6vriga. Euklides méste sjdlv haft sddana
tankar. Han undviker det i det ldngsta och anvdnder det forst i Sats
1.29 som illustreras i figur 2 med bildtext. I Sats 1.32 visar han att vin-
kelsumman i en triangel &r lika med tva réata. Det verkar som om den



egenskapen hos en triangel hinger samman med det femte postulatet.

Figur 3: I figuren skérs tva parallella rata linjer av en tredje. De bada vinklarna o
och 3 kallas alternatvinklar och Sats 1.29 siger att de ar lika stora, I beviset anvands
for forsta gangen i Elementa det femte postulatet.

Problemet med det femte postulatet skulle komma att utmana mate-
matiker i arhundraden och det fick sin 16sning forst under foérsta hélften
av 1800-talet. I forsdken att bevisa det femte postulatet omformulerade
man det och fann att det var ekvivalent med foljande pastaende som
ocksa kallas parallellpostulatet:

Genom en punkt utanfér en rit linje gar precis en rét linje
parallell med den givna.

Losningen skulle komma att &ndra synen pa matematiken och det kom
att ge upphov till en diskussion om matematikens grundvalar — en dis-
kussion dir Kurt Godels (1906-78) sats om ofullstdndigheten av axiom-
system var ett av de viktigaste bidragen — kanske det viktigaste.

10



En icke-euklidisk
geometri upptacks

Fran ingenting skapade jag en helt ny vdrld.
Jdnos Bolyai (1802-60)

Det finns ingen gren av matematiken, hur abstrakt den dn mda vara,
som inte nagon gang kommer att tillimpas pd problem i den verkliga
vdarlden.

Nikolai Lobachevskij (1792-1856)

Euklides femte postulat kom att sysselsdtta manga matematiker un-
der arhundradenf’] En av dem var Proklos (412-85) som var en av de
ledande nyplatonikerna. Han sag sig som en forsvarare av hedendomen
och var kunnig i magi. Han kommenterade Platons dialoger och Euklides
Elementa. Proklos var starkt kritisk till det femte postulatet och gjorde
allvarliga forsok att bevisa det men det visade sig att hans bevis stodde
sig pa ett pastaende som &r ekvivalent med parallellpostuatet. Proklos
hade alltsa ersatt det omdiskuterade postulatet med ett annat.

Alla de forsok som gjorts av matematiker under arhundraden visar
samma monster. Man ersatter medvetet eller omedvetet Euklides pos-
tulat med annat som inte bevisas. Den persiske filosofen, matematikern

3En mer detaljerad framstillning av icke-euklidisk geometri finns i Atta kapitel
om geometri.



och poeten Omar Khayyam (1041-1131) och den arabiske matematikern
Eddin al-Tussi (1201-74) gjorde forstk som inte loste problemet men som
fordjupade det. Ett annat viktigt bidrag for att skapa djupare forstaelse
for parallellpostulatet gjordes av jesuitpristen Girolami Saccheri (1667-
1733) och hans idéer utvecklades av Johann Heinrich Lambert (1722-77)
och Adrienne-Marie Legendre (1752-1833), som bada var ansedda mate-
matiker. De lyckades visa féljande pastaende.

Av de fyra forsta postulaten i Euklides Elementa foljer att
vinkelsumman i en triangel &r mindre &n eller lika med tva
rita,

Saccheris, Lamberts och Legendres sa kallade misslyckanden hade med-
fort att fragan om parallellpostulatet férdjupats och strukturerats. En
del matematiker borja acceptera tanken pa att det finns en annan geo-
metri déar de fyra forsta av Euklides postulat géller men inte det femte.
I den skulle det genom en given punkt utanfér en given rat linje ga flera
riata linjer som inte skdr den givna. Man hade tidigare visat att de fyra
forsta postulaten medf6ér att det maste finnas minst en sadan rét linje.
En tysk juridikprofessor Ferdinand Karl Scweikart (1780-1869) hévdade
att det finns tva geometrier — den vanliga euklidiska och en annan geo-
metri som han kallade astral. Hans tankar utvecklades av hans brorson
Franz Adolf Taurinus (1794-1874). Den tidens storste matematiker Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) hade ocksé borjat tdnka i de banorna och
skrev i ett brev till Taurinus

Antagandet att summan av de tre vinklarna i en triangel
ar mindre an 180° leder till en egendomlig teori, helt skild
fran var, men helt konsekvent, och jag har utvecklat den for
mitt eget noje, sa att jag kan 16sa varje problem i den med
undantag av att bestdmma en konstant, som inte kan anges
a priori.

De som helt kom att bryta med det gamla och utarbeta en ny geometri
var Nikolaj Ivanovitj Lobatjevskij (1793-1856) och Janos Bolyai (1802-
60).

Lobatjevskij var professor vid universitetet i Kazan i Ryssland dér
han under en tid var uppskattad rektor. Han 6kade effektiviteten i for-
valtning, rustade upp biblioteket och genom ett kraftfullt ingripande
rdddade han studenter och larare undan en pest som grasserade i om-
givningen. I februari 1826 haller han en foreldsning dér han for forsta
gangen utvecklar sina tankar kring en icke-euklidisk geometri. I den kan
man genom en given punkt utanfor en given rat linje dra fler &n en rat
linje som inte skiir den givna. I den &r vinkelsumman i en triangel mindre
dn 180°. Han publicerar dérefter ett antal artiklar i &mnet.
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Janos Bolyai var ungrare. Hans far, Farkas Bolyai, var god vén med
Gauss och hade bidragit med intressanta arbeten om parallellpostulatet.
Janos visade tidigt stora anlag for musik och var en skicklig violinist. Han
var ocksa en god fiaktare. Hans matematiska utveckling var egenartad.
Forst vid 10 ars alder ldrde han sig grundléggande aritmetik men sedan
gick det fort. Nar han var tretton ar behédrskade han differential- och
integralkalkylen och nér han var femton skickades han till Wien for att
studera till ingenjor. Han avslutade studierna 1822. Under sin studietid
blev han intresserad av parallellpostulatet och arbetade trots faderns
varningar vidare med det. Han presenterade sitt arbete 1831 som ett
appendix till en ldrobok i ren matematik som hans far skrivit. Boken
och appendixet var skrivna péa latin och titeln pa appendixet &r i svensk
overséttning Den absoluta vetenskapen om rummet.

Lobatjevskijs och Bolyais arbeten har ungefdr samma innehall men
Bolyais framstéllning &r mer kompakt och svartillgéngligare. I den nya
geometrin, som kommer att kallas hyperbolisk, kommer de bland annat
fram till foljande:

e [ en hyperbolisk geometri ar vinkelsumman i en triangel mindre &n
tva rata.

e I en hyperbolisk geometri dr likformiga trianglar kongruenta.

e I en hyperbolisk geometri finns inga rektanglar.

Man fragar sig: Finns det verkligen en sadan geometri? Hur ser den
i s& fall ut? Kan det mojligen vara si att axiomsystemet for den nya
geometrin kommer att ge upphov till motsagelser?

Svaret pa den sista fragan &r att om den hyperboliska geometrin
skulle innehalla motségelser sa gor ocksa den euklidiska det. Matemati-
ker som Eugenio Beltrami (1835-99), Felix Klein (1849-1925) och Henri
Poincaré (1854-1912) skapade modeller av den hyperboliska geometrin
med hjélp av den euklidiska. Begreppen “plan” och "rét linje” far en an-
nan betydelse dn de vi dr vana vid. I Kleins modell ar planet det inre av
en cirkel och de réta linjerna &r cirkelbagar som skar var cirkel vinkelratt
samt diametrar. Avstandsbegreppet blir inte det vanliga. Modellen upp-
fyller Euklides fyra forsta postulat men genom en given punkt utanfor
en given rét linje” gar ett helt knippe av "rdta linjer” som inte skér den
givna. En bild av Kleins modell finns pa figur 4.

Ett annat sétt att realisera den hyperboliska geometrin dr genom en
s.k. pseudosfar som uppkommer da en traktrix roterar kring sin asymp-
tot. En traktrix eller en sldpkurva, som den ocksa kallas, dr en kurva
som skér alla cirklar med en given radie och med medelpunkten pa en

13



Figur 4: I figuren illustreras Kleins modell av den hyperboliska geometrin. Punkterna
i modellen &r punkterna inuti cirkeln. "Réta linjer” &r cirkelbagar som skér cirkeln
under réata vinklar samt diametrar. En "rat linje” [ och en punkt P &r givna. Genom
P géar flera "rédta linjer” genom P som inte skar [. Vi har ritat upp tre - tva cirkelbagar
och en diameter. Vi kan ndmna att det hyperboliska avstandet mellan tvad punkter
P och Q éar lika med ln(%/g—g) diar A och B ar kordan PQ:s skidrningspunkter
med cirkeln. AP, BP, AQ och BQ é&r de vanliga euklidiska ldngderna av motsvarande
strackor.

rit linje under rata vinklar. En pseudosfir visas i figur 5. Punkterna i
denna modell av den hyperboliska geometrin &r punkterna pa pseudo-
sfaren och de "rata linjerna” ar de geodetiska linjerna d.v.s. de kurvor pa
ytan som minimerar avstanden mellan punkter.

Det finns alltsa en icke-euklidisk geometri som vi kallar hyperbolisk.
Den uppfyller Euklides fyra forsta postulat men det femte ersidtts med
”Genom en given punkt utanfor en given rat linje gar flera rita linjer som
inte skir den givna.” Man brukar ocksa tala om en elliptisk geometri. Den
realiseras pa en sfiar och de "réta linjerna”’ svarar mot storcirklar. Den
geometrin uppfyller inte de fyra forsta postulaten och en motsvarighet
till det femte dr "Genom en given punkt utanfér en given rat linje skar
alla rdta linjer den givna.” I den geometrin &r vinkelsumman i triangel

14



Figur 5: En pseudosfar

storre dn tva rita. Men de fyra forsta postulaten méste modifieras. Vi
gar inte ndrmare in pa hur man gor det.

Under arbetet som ledde fram till den icke-euklidiska geometrin granska-
des Euklides axiomsystem i detalj och man konstaterade att postulaten
maste kompletteras. Euklides hade tagit en del saker fér givna utan att
skriva upp dem som axiom. Ett fullstdndigt axiomsystem gavs av David
Hilbert (1862-1943) i arbetet Grundlagen der Geometrie som gavs ut
18991

Till slut kan det anmérkas att den geometri som Albert Einstein
behovde for sin relativitetsteori ar icke-euklidisk.

4En genomgang av Hilberts axiomsystem finns i Atta kapitel om geometri.

15



16



Ett nytt satt att se
matematiken

Matematiken dr ett spel som spelas enligt
vissa enkla regler med meningslosa tecken pa ett papper.
David Hilbert (1862-1943)

Upptéckten av den icke-euklidiska geometrin fick manga matematiker
att dndra synen pa matematiken. I ett berémt tal vid den stora in-
ternationella matematikkonferensen i Paris ar 1900 framholl en av den
tidens mest ansedda matematiker David Hilbert att upptickten av den
icke-euklidiska geometrin var en av de frimsta matematiska framstegen
under 1800-talet. Man kan nu se matematiken som ett spel dir axiomen
bade anger spelreglerna och karakteriserar de begrepp man arbetar med.
Formellt sett behover det inte finnas ndgon anknytning till den sa kalla-
de verkligheten. Varje axiomsystem ger upphov till en matematisk teori.
Vissa krav bor man stélla pa ett axiomsystem:

e Det skall vara motségelsefritt d.v.s. frdn axiomen skall man inte
kunna hérleda bade ett pastaende och dess motsats.

e Inget av axiomen ska kunna hérledas av de ovriga.

e Det ska vara fullstdndigt d.v.s man ska med hjilp av axiomen kun-
na avgora om ett pastdende inom teorin &r sant eller inte.



Av dessa tre villkor &r naturligtvis det forsta helt nédvéndigt. Det and-
ra dr mer av estetisk karaktdr. Om det forsta villkoret ar uppfyllt sa
kan ett onddigt axiom inte géra nagon skada. Det tredje visar sig vara
problematiskt och vi aterkommer till det.

Parallellt eller kanske pa grund av denna nya syn pa matematiken
utvecklades den abstrakta algebran. Man skapade begrepp som grupper,
ringar och kroppar. En grupp definieras pa foljande sétt:

En mingd G &r en grupp om man till varje par (a,b) av
element i gruppen har ordnat ett element axb i G sddant att

o (axb)xc=ax(bxc) for alla a,boch ciG

e det finns ett element e 1 G sddant att axe =e*xa = a
forallaai G

e till varje a i G finns ett element o’ i G sddant att axa’ =
a xa=e.

Man kan bevisa satser om grupper utan att ha nagon reell uppfattning
om vilka elementen i G &r. Elementen kiénnetecknas av de villkor som
ska vara uppfyllda. De resultat som man kommer fram till kan anvindas
pa olika mer konkreta objekt. Exempel pa en grupp &r méngden R av
reella tal dér x dr +, men det finns manga andra. Det finns t.ex. olika
grupper av avbildningar. Man kan visa satser som géller for en godtycklig
grupp och de satserna géaller naturligtvis for alla typer av grupper t.ex.
for R och for olika grupper av avbildningar. Matematiken far en klarare
struktur. Gemensamma egenskaper framhévs och det som skiljer blir
tydligt.

Det skulle fora alltfor langt att utveckla gruppbegreppet ytterligare.
Denna mycket korta beskrivning far ge antydan om ett nytt tédnkesétt.
Nya abstrakta strukturer som ring och kropp skapades under decennierna
fore och efter 1900. De skulle bli viktiga redskap for att forsta 1osbar-
heten av algebraiska ekvationer och gruppbegreppet ar centralt i bade
relativitetsteorin och i den nya kvantmekaniken. Man skapade ocksa en
teori for odndligtdimensionella vektorrum som skulle bli oumbérlig vid
utvecklingen av kvantmekaniken. Matematiker som Felix Klein (1849-
1925), Emmy Noether (1882-1935), David Hilbert och John von Neu-
mann (1903-57) gav viktiga bidrag for att utveckla matematiska struk-
turer.

Cantors transfinita aritmetik

Vi har fler ganger anviant ordet méngd och de flesta har nog en intuitiv
uppfattning av begreppet. Den som framfor allt utvecklade méngdbe-
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greppet var den tyske matematikern Georg Cantor (1845-1918). Han gor
foljande definition:

Med en "méngd” menar vi varje sammanfattning M av for
var syn och for var tanke bestdmda véldefinierade objekt m
(som kallas element i M) till en helhet.

Med beteckningar uttrycker vi det pa foljande satt:

M = {m}

I en serie omfattande sex artiklar i tidskriften Mathematische An-
nalen alla under titeln Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigen
utvecklar Cantor en teori fér odndliga mangder som skulle bli bade hyl-
lad och kritiserad. Den inleds av den definition av méngd som vi tidigare
gett. I en tidigare artikel hade han visat att alla tal som &ar rotter till
en algebraisk ekvatiorﬂ kan numreras. Det betyder att man till varje
algebraiskt tal kan ordna ett naturligt tal sd att tva olika algebrais-
ka tal tilldelas olika naturliga tal. Vi séger att de algebraiska talen &r
upprékneliga. Han visade i en annan artikel att de reella talen inte ar
upprékneliga. De algebraiska talen dr i Cantors mening lika ménga som
de naturliga talen men betydligt farre &n de reella talen.

Innan vi gar in pa de mer allménna diskussionerna om odndliga mang-
der ska vi visa att de rationella talen &r upprikneliga och att de reella
talen inte dr det.

De rationella talen ar upprikneliga

Jag har valt att ge tva bevis for de rationella talens uppréknelighet. Det
ena visas i figur 6 med bildtext. Det ar vil det som vanligen férekommer
i litteraturen om Cantors teorier. Det andra hittade jag pé nétet och
fann det intressant.

Pastaende: De rationella talen dr upprékneliga.

Vi visar forsta att de positiva rationella talen &r uppréakneli-
ga.

Varje positivt rationellt tal r kan skrivas p/q dér p och ¢ &r
naturliga tal och dér vi har forkortat braket sa langt som
mojligt. Det betyder att ged(p, ¢) = 1. Framstéllningen av r
som ett brak p/q dr da entydig.

Till det rationella talet r = p/q ordnar vi det naturliga talet

5En algebraisk ekvation har formen p(z) = 0 dér p(z) #r ett polynom med he-
talskoefficienter.
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n = 2P3%. Tva olika par (p,q) ger da upphov till olika n.

Till varje rationellt tal » = p/q har vi pd detta viset ordnat
ett naturligt tal n och till tva olika rationella tal r ordnas all-
tid tva olika naturliga tal n. Talen n bildar en delmangd av
naturliga talen och vi kan rékna upp dem i storleksordning.
D4 kan ockséd motsvarande rationella tal rdknas upp (men
det blir inte i storleksordning).

Lat nu r1,72,73,... vara en upprikning av de positiva ratio-
nella talen. De rationella talen bestar d& av talet 0 och talen
+ry,£ry, £r3,... och vi kan rdkna upp den pa foljande satt:

Ovrlu —Tr1,T2, =T2,73, =T3,....

/1 12=1/3 1/4-15 1617 18—

A e e
21 22 X3 24 25 26 247 208
v A v A
1 32 I3 34 35 36 3T 38
VA A A
41 42 43 44 45 46 47 48
Vg e A
51 52 53 54 5/5 56 57 58
Y A
61 62 &3 64 65 66 67 68

Ny

RN

s
71 T2 T3 74 TS T 7778
v A
81 82 83 84 85 86 87 &8

Figur 6: Pa den forsta raden har vi skrivit upp alla positiva rationella tal med
ndmnaren 1 i storleksordning, p4 den andra de med ndmnaren 2, pa den tredje de
med ndmnaren 3, o.s.v. Vi kan nu rdkna upp de positiva rationella talen i den ordning
som anges av pilarna i figuren. Ibland kommer man till ett tal som man redan rédknat
upp. D& hoppar man helt enkelt 6ver det. De anges med rétt. Nu kan alla rationella
tal, positiva, negativa och 0, rdknas upp pa samma satt som vi gjort i det andra
beviset.

De reella talen &r inte uppréikneliga
Vi observerar att varje reellt tal har en decimalbraksutveckling z.z1z223 . . .
dar x ar ett heltal och talen x1, 2o, 3, ... alla ar nagot av talen 0,1,2,3,4,5,6,7,8

20



eller 9. Ett tal kan ibland ha tva olika representationer. Vi har att
y=0.21...2£9999... = 0.71 ... 2,,00000. ..

dér x # 9 och xﬁg = x + 1. Vi véljer alltid den sista.

Pastaende: De reella talen &r inte uppréakneliga.

Antag att de ar upprékneliga. Da ar ocksa de reella talen mel-

lan 0 och 1 upprékneliga och vi har en upprakning y1, y2, ys, -« -, Yk, - - -

av dem dar

Yy = 0.$11$12$13 R AR
Yo = 0.1‘213722.’1723 R )
Ys = 0.$31l‘32$33 e L3k - - -

Y = O.xklxkgxkg S 1 Y PR

Bilda talet
z2=0.212923 ... 2k . ..

dar zp # g, for £k = 1,2,3,.... For sdkerhets skull véljer
vi inte z, = 0 eller 2z = 9. Talet z finns d& inte med i var
uppréakning. Vi far en motségelse och alltsa &r de reella talen
inte upprakneliga.

Vi har hir arbetat med oéndliga méngder och vi har visat att till varje
rationellt tal kan ordnas precis ett naturligt tal sa att olika rationella
tal tillordnas olika naturliga tal. Vi kan numrera de rationella talen. I
nagon mening ar alltséd de rationella talen lika ménga som de naturliga
talen. Daremot kan vi inte pa samma sétt jamfora de reella talen med
de naturliga. De reella &r fler. Man kan da stélla sig fragan

Finns det nagon odndlig mingd som har fler element &n de
naturliga talen men farre an de reella?

Cantor antog att det inte finns nagon sddan mangd och hans pastaende
kallas kontinuumhypotesen. Vi ska aterkomma till den.

Transfinit aritmetik

Efter de bada artiklarna, d&r han visade att de algebraiska talen &r
upprakneliga och att de reella inte &r det, 6vergick Cantor som vi tidigare
namnt att betrakta odndliga mangder i allménhet. Han gor till en borjan
féljande definition:
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Tva méangder My och M sidges ha samma méktighet om man
till varje element i M7 kan ordna precis ett element i M5 sa
att

- till olika element i M; ordnas olika element i M2 och

- varje element i M har blivit tillordnat nagot element i M.

Att tva méngder ar lika méktiga innebér alltsd att man kan para ihop
den ena méngdens element med den andras. Om en méngd &ar dndlig kan
man ange antalet element med ett naturligt tal. For odndliga méngder ar
bilden mer komplicerad. En oéndlig méngd kan ha samma méktighet som
en delméngd av sig sjélv. Sa har till exempel médngden N av naturliga
tal samma maktighet som de jamna naturliga talen. Vi kan ju para ihop
dem pa foljande sétt:

1-22+43<6...k+2k...

Vi har ju faktiskt ocksa visat att méngden av rationella tal Q har samma
maktighet som N.

Cantor infér nu s.k. transfinita tal. Alla méngder som &r sinsemellan
lika méaktiga tilldelas ett transfinit tal eller ett kardinaltal som beteckna-
des med N — den forsta bokstaven i det hebreiska alfabetet. Alla mangder
som &r lika miktiga som méngden N av naturliga tal tilldelas kardinal-
talet Ny och alla méngder som har samma miéktighet som R tilldelas
kardinaltalet N;. De séiges ha kontinuets méktighet.

Cantor infoér nu réakneoperationer och ordningsrelationer pa de trans-
finita talen pa foljande sitt

L&t M och M’ vara tvé oandliga mangder som har kardinal-
talen N respektive N’.

Méngden M + M’ som bestar alla element som ligger i ndgon
av mangderna M och M’ tilldelas kardinaltalet N\ + N/,

Méngden M x M’ som bestar av alla par (z,2’) dir z och z’
ar element i M respektive M’ tilldelas kardinaltalet N - N/,

Vi siger att M < M’ om det finns en delméngd till M’ som
har samma méaktighet som M men dar M och M’ inte har
samma maktighet.

Det ar latt att Gvertyga sig om att X + N = R for alla kardinaltal R
for odndliga méngder. Pa samma sitt, som vi visade att de rationella
talen &r upprékneliga, kan vi visa att Ry - Xg = Rg. Eftersom de reella
talen inte &r upprékneliga har vi att Xy < Ny och kontinuumhypotesen
siger att det inte finns ett kardinaltal X sddant att Ng < X < X;. Men
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det var bara Cantors hypotes. Han anade att det var sa. Det var inget
han kunde bevisa.

Cantor definierade ocksa kardinaltalet X® och visade att Ngo = N;y.
Det skulle fora alltfor 1angt att gora det har men det visar hur langt han
utvecklade sin transfinita aritmetik.

23



24



Kritik, visioner och
tillnyktring

Ingen ska fordriva oss fran det paradis som Cantor skapat.
David Hilbert (1862-1943)

Om man kan kalla mdangdldran for ett paradis kan man lika gdrna kalla
den for ett skamdt.
Ludwig Wittgenstein (1889-1951)

Antingen dr matematiken for stor for den mdanskliga hjarnan eller sé dr
den mdnskliga hjdirnan mer dn en maskin.
Kurt Gédel (1906-78)

Let it be, let it be, let it be, let it be
Whisper words of wisdom

Let it be.

The Beatles (1970)

Cantors méangdlédra var och &r kontroversiell. Den franaste kritikern var
den tyske matematikern Leopold Kronecker (1823-91) som sade "Jag vet
inte vad som utmérker Cantors teori — filosofi eller teologi — men jag
ar sidker pa att den inte innehéller nagon matematik.” Den franske ma-
tematikern Henri Poincaré (1854-1912) fillde foljande omdoéme: ”Senare
generationer kommer att betrakta méngdlidra som en barnsjukdom”.
Men manga matematiker anammade méangdlaran och anvénde den.



Den matematik som Kronecker stod for var fér manga alltfor begréin-
sande. Kronecker kriavde att alla matematiska objekt skulle kunna kon-
strueras i ett dndligt antal steg med de hela talen som utgangspunkt.
Hans yttrande "Gud skapade de hela talen - allt annat &r ménniskoverk”
karakteriserar hans instéallning till matematiken. Kronecker accepterade
inte heller motségelsebevis. Det var kanske inte s& konstigt att Kronec-
kers matematiska véarld blev for trang for flera matematiker. Manga av
de teorier, som visat sig fruktbara inom algebran och analysen och som
haft stor betydelse for bl.a. den nya fysiken, maste 6verges om man skulle
folja den viag Kronecker anvisade. Men kritiken blev besvarande da det
visade sig att det fanns inneboende motséigelser i méngdlaran om man
anvinde den utan begrénsningar. Vi aterkommer till det.

Hilbert var en av de ivrigaste anhéngarna av Cantors teorier. I hans
berémda tal pa den internationella matematikkonferensen 1900 beskrev
han 23 problem som han ansag centrala for matematikens utveckling.
Det forsta ar kontinuumhypotesen och det andra ar féljande:

Bevisa att aritmetikens axiom &r konsistenta d.v.s. att arit-
metiken &r ett formellt system utan motségelser.

Geometrin hade sedan lange haft ett axiomsystem
utifran vilket man kunde hérleda en flora av satser
som var anviandbara eller estetiskt tilltalande eller ba-
dadera. Kan man géra samma sak med den andra fun-
damentala grenen av matematiken — aritmetiken? Den
italienske matematikern Giuseppe Peano (1859-1932)
hade 1889 utformat ett sadant for de naturliga talen.
Axiomsystemet bestod av foljande fem postulat:

1. Det finns ett tal som vi kallar 0.

Figur 7: Giuseppe )

. Varje tal  har en efterfoljare som vi kallar p(x).
Peano

3. Olika tal har olika efterfoljare d.v.s. om p(z) =
p(y) s& maste z = y.

4. varje tal utom 0 &r efterfoljare till nagot tal.

5. Om M é&r en mingd som innehaller 0, och som
ar sddan att om x ligger i M s maste p(x) ocksa
ligga i M, s& bestar M av alla naturliga tal.

De fyra forsta utgangspunkterna - axiomen - &r en beskrivning av
hur vi en gang som barn lirde oss de naturliga talen genom en form av
uppréakning. Det femte ar induktionsprincipen. Med hjélp av dessa axiom
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kan man nu inféra operationerna addition, multiplikation och subtrak-
tion, hérleda de vanliga riknelagarna, bevisa satser inom talteorin och
inféra de rationella och de reella talen.

Peanos arbete var inspirerat av ett verk av den tyske logikern och ma-
tematikern Gottlob Frege (1848-1925) som ar 1884 publicerade Grund-
lagen der Arithmetik dar han med utgangspunkt fran bl.a. Cantors teo-
rier forsokte bygga upp de hela talen utifran logik och méngdléara. Den
formella logiken hade tidigare utvecklats av framfér allt George Boole
(1815-64). Han studerade vad vi kallar satslogik och inférde vad som nu
kallas Boolesk algebra — en gren av matematiken som haft en avgorande
betydelse inom teorin for elektroniska kretsar. Den handlar om pésta-
enden som antingen &r sanna eller falska. Om P och @ &r tva sadana
pastaenden kan man bilda nya pastaenden ”P eller Q" och ”P och Q”
dar det forsta ar sant om minst ett av P och () &r sant och det andra om
bade P och @ ar sanna. Man kan ocksa bilda pastaendet "icke P” som &r
sant precis da P ar falskt. Man kan hérleda rédkneregler och rdkna med
pastaenden och pa det séttet fa en Boolesk algebra. Frege utvecklade
satslogiken till vad som kallas predikatlogik. I den arbetar man med péa-
stdenden P(z) som kan vara sanna eller falska beroende pa x som viljs
ur en méngd M. Man bildar pastaenden av typen "det finns ett x i M
sadant att P(x) ar sant” och ”P(x) &r sant for alla x 1 M”.

Frege anvander sig av ett komplicerat betecknings-
system. Verket ar svarldst och formlerna &r legio. Ef-
ter ett antal férberedelser definierar han talet 0 pa
foljande sétt

anz(0) := anz(ext € (€= - €))

vilket med Freges betckningar betyder att 0 svarar
mot det pastaende som ar lika med sin egen negation.
Sadana pastaenden finns ju inte. Det verkar fér den
vanliga ldsaren minst sagt omstéandligt men vitsen &r
Figur 8: Cottlob att inte ta nagot for givet utan att visa att man genom
Frege manipulationer med logiska symboler kan definiera de

naturliga talen samt addition och multiplikation av
dem. Talen finns inte fran borjan. De ska bildas utifran logiken. Det ar
da viktigt att halla tungan ratt mun och inte utnyttja sddant som av
gammal vana verkar sjalvklart.

Freges verk ar som vi tidigare ndmnt mycket svérldst och det blev
inte sarskilt uppmérksammat. En som laste det var alltsd Peano. En
annan var Bertrand Russel. Tillsammans med Alfred North Whitehead
(1861-1947) publicerade han det stora verket Principia Mathematica i
tre band aren 1910-13. De forsokte visa att aritmetiken ar en del av
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Figur 9: Bertand Russel och Alfred North Whitehead

logiken. Det ar ett verk i samma anda som Freges och det domineras av
symboler.

Det kan vara av intresse att se hur de definierade de naturliga talen
0,1,2,3,... De utgick ifrain den méngd som inte har nagra element och
som kallas den tomma méingden. Den betecknar de med (). Talet 0 svarar
mot mingden @). Mingden vars enda element ir den tomma mingden ()
betecknas med {@} och alla méngder som har samma méktighet som den
svarar mot talet 1. Talen 0, 1, 2, 3 ... svarar mot de méngder som har
samma maktighet som

0, {0}, {0,{0}}, {0.{0},{0,{0}},

Principia Mathematica blev betydligt mer uppmérksammad &n Freges
Grundlagen der Arithmetik men den &r minst lika svargenomtrénglig for
en genomsnittlig matematiker. I figur 10 visas en sida med beviset for
att 1+1=2.

I sin framstédllning anvdnde sig Russel och Whitehead av méngd-
begreppet. Det visar sig att om man bildar méngder utan néagra be-
gransningar hamnar man i paradoxer. Antag att M &r méngden av alla
méangder. Den &r ju sjalv en méngd och alltsa &r den ett element i sig
sjilv. Betrakta nu mingden M’ av alla mangder som inte ar element i
sig sjalv. Manga méngder dr ju sadana. De naturliga talen N &r ju t.ex.
inte ett naturligt tal. Hur &r det nu med méngden M’? Ar den ett ele-
ment i sig sjalv eller inte? Antag att M’ ar ett element i sig sjalv. I s&
fall tillhor inte M’ sig sjdlv och vi har fatt en motséigelse. Om & andra
sidan M’ inte ar ett element i sig sjilv s& ar den ett element i sig sjélv.
Situationen &r orimlig och vart sétt att bilda méngder ger upphov till
en paradox.Russel och Whitehead insag detta och inférde olika typer av
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362 PROLEGOMENA TO CARDINAL ARITHMETIC [PART 11
%0442 F::ae2.0:.8Ca.q!B.8%a.=.Bet*a
Dem.

F.%544. DFlua=tzvi‘y.D:.
BCa.g!B.=:8=A.v.8=tz.v.B=t'y.v.B=a:q!B:

[#24:5356.%51°161] =:8=tz.v.B=t'y.v.B=a (1)

F.%5425. Transp . #5222 . Dbz y.D. e v iy tz. v iy 1y

[#1312] Ot:a=t2viy.z4y.d.aftz.a$ty (2)

F.(1).(2).dFa=t2vi‘y.a$y.D:.
BCa.q!B.B+a.=:B=tz.v.B=1:

|
.

[%51-235) =:(g2).zea.B=1z:
[#37-6] =:LBel*a (3)
F.(3).%11°11:35 . %54-101 . D . Prop
#0443, F:ia,Bel.D:anB=A.=.avBe2
Dem.

F.%5426.DFna=1t2.8=1y.D:avBe2.=.2%y.

[#51-231) =.tzniy=A.

[#1312) =.anfB=A (1)

F.(1).%111185.>
Fiu(go,y).a=tz.B=t'y.D:avBe2.=.anfB=A (2)
F.(2).%11'54.%5211.DF. Prop
From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 1 4+ 1 = 2.

#5444 Frzwetz2vivu.din.b(zw)i=.d(z.2). d(z.v).d(v.2). d(u.u)

Figur 10: En sida ur Principia Mathematica med beviset for 1 + 1 = 2. Beviset ar
inramat.
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méngder och en ny reviderad upplaga av Principia Mathematica kom
ut 1925—27@ Freges Grundlagen der Arithmetik och Russels och White-
heads Principia Mathematica ar bada forsck att bygga upp aritmetiken
utgdende fran logiken. Men de ger inga svar pa Hilberts fragor om kon-
sistens och fullstdndighet. Den som skulle ge de avgérande bidragen till
den problematiken var Kurt Gédel.

Kurt Gédeﬂ vaxte upp i Briinn som da var huvudstad i Méhren,
en av de stater som senare skulle bilda Teckoslovakien. Nu heter staden
Brno och ar den nést storsta staden i Tjeckien. Efter avslutade gymnasi-
estudier flyttade han 1924 till Wien dir han sa smaningom kom att delta
i den exklusiva krets av unga matematiker och filosofer som leddes av
matematikern Hans Hahn (1879-1934). Gddels huvudinriktning kom att
bli matematisk logik. Den unge filosofen Ludwig Wittgensteins var da
hogaktuell. Han hade 1921 givit ut Tractatus logico-philosophicus - ett
kryptisk arbete pa 75 sidor som han skrev efter att ha last Principia Mat-
hematica. Det arbetet kom att bli ett av &mnena for diskussioner inom
Hahns kretsﬁ Kanske var det dessa samtal om matematikens grundvalar
som inspirerade Godel att arbeta med de tva fragor om konsistens och
fullsténdighet som Hilbert stdllt. Han publicerade sina resultat 1931 i
artikeln Uber formal unendscheinbare Sétze der Principia Mathematica
und verwandter System ("Om formellt oavgorbara satser i Principia Mat-
hematica och besldktade system”) som gavs ut i kretsens egen tidskrift
Monatshefte fiir Mathematik und Physik. Resultatet var revolutioneran-
de. Godel visade att i varje axiomsystem som omfattar aritmetiken finns
det pastaenden som varken kan bevisas eller motbevisas och det giller
ocksé fragan om ett axiomsystems motségelsefrihet. Hilberts storartade
planer hade grusats. Men Gddel sag det inte pa det sattet. Han sag det
positivt. Vi kan inte ersitta det ménskliga tdnkandet med en maskin som
kan ge svar pa alla fragor. Det dyker alltid upp nagot i ett logisk system
som systemet inte kan svara pa. Matematiken har inte nagot slut.

Godel tog upp tva pastaenden eller hypoteser som ingen ditintills
varken hade kunnat bevisa eller motbevisa. Mot bakgrund av Gdédels
resultat kunde man missténka att de helt enkelt inte gar att visa utifran
aritmetikens axiomsystem. Den ena hypotesen var Goldbachs férmodan
som séger att varje jaimnt naturligt tal som ar storre dn eller lika med 4

SEn mer populir formulering av paradoxen med ungefir samma innebérd #r Epi-
menides paradox. Epimenides levde omkring 600 f.Kr. Han var fran Kreta och var
alltsd en kretensare. Han sade "Alla kretensare ljuger.” Eftersom Euripedes ar kre-
tensare s& ljuger han och talar allts& sanning. Vi har en paradox.

7Jag ha hamtat mycket av texten om Godel ur Stephen Budianskys biografi Kurt
Gadel. Mot fornuftets granser. Den ger forutom en beskrivning av Godels liv och verk
en intressant bild av miljéerna i Wien och Princeton

8Wittgensteins skulle senare ta avstand fran Tractatus logico-philosophicus och
han kom att &dgna sig at filosofiska fragor kring spraket.
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kan skrivas som summan av tva primtal. Fragan stélldes 1742 av Christi-
an Goldbach (1690-1764) i ett brev till Leonhard Euler (1707-83). Ingen
har hitintills vare sig visat eller motbevisat pastdendet. Den andra var
Fermats hypotes, men den fragan fick sin 16sning 1995 d& Andrew Wiles
(1953-) visade att den var sannﬂ

Bevisen av Godels satser dr mycket tekniska. Det var min tanke nér
jag borjade skriva denna text att jag skulle kunna skissera beviset. Den
malséttningen fick jag snart ge upp. Beviset &r alltfor komplicerat for
mig men jag ger ett litet exempel pa hur Gédel kunde numrera pésta-
enden i verk som Principa Mathematica och ddrmed koppla samman
problematiken med talteorin.

Godelnumrering

Godel utgéar fran ett antal symboler som bygger upp hans
framstéallning. Det dr med hjalp av dem som alla pastaenden
hans formella matematiska system formuleras. Varje grund-
laggande symbol kodas med ett nummer. Gédel anviande sig
av tretton sadana symboler.

Symbol Definition Kod
0 noll 1
N efterféljare 2
= ar lika med 3
- icke 4
\Y; eller 5
A och 6
— om — sa 7
= om och endast om 8
N allkvantifikator 9
| existenskvantifikator 10
€ tillh6ér méngden 11
( vansterparentes 12
) hégerparentes 13

Vi ger nagra enkla exempel hur Gédel numrerar formler. Be-
trakta pastaendet "0 = 0”. Tecknet ”0” kodas till talet 1 och
tecknet ”=" till talet ”3”. Vi har

0 0
+ +
1 1

w <+ |

9Se texten Fermat innovatér och amatdr i denna serie.
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Figur 11: Till vanster ses Godel tillsammans med Einstein och bilden till héger ar
nagon form av poster med Gddel och von Neumann.

Vi rédknar nu upp primtalen 2, 3, 5, 7, ... i storleksordning
och bildar talet
2t .33 . 51 =270

som &dr Godeltalet till "0 = 0”. Gddeltalen blir snabbt myc-
ket stora. Betrakta t.ex. pastaendet ”——0 = 0”. Vi kodar de
ingaende tecknen och far

]
]
—<— O
w0« |
—— O

Godeltalet for 7—=—=0 = 0” ar alltsa
24.3t.51 .73 . 11" =16-81-5-343 - 11

som &r ett mycket stort tal noga rdknat 24 449 040. Det
viktiga &r inte att kunna skriva upp talet i decimalform. Det
viktiga &r att det kan framstéllas som en produkt av primtal
och att varje formel pa det sidttet kommer att tilldelas ett
naturligt tal och att aritmetikens fundamentalsats garanterar
att framstdllningen ar entydig d.v.s. olika formler tilldelas
olika tal.

Tekniken att tilldela varje formel ett unikt naturligt tal &r grundlaggande
for Godels bevis. Men hur han arbetar med formlerna och till slut visar
ofullstdndigheten av aritmetikens axiomsystem &r jag oférmogen att ta
mig igenom. Gddels arbeten var revolutionerande och han blev ett stort
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namn inom de kretsar som verkade i grinslandet mellan logik och mate-
matik. Han flyttade 1940 till Princeton dér han arbetade vid Institute of
Advanced Studies. Han blev ndra véin med bl.a. Albert Einstein och John
von Neumann. Ar 1951 fick han motta Albert Einsteinpriset och 1953
utndmndes han till professor. Under tiden i Princeton arbetade han bl.a.
med kontinuumhypotesen och visade att den inte stred mot méngdlarans
axiomsystem. Den amerikanske matematikern Paul Cohen (1934-2007)
skulle senare 1963 visa att hypotesen var oberoende av méangdlérans ax-
iom. Innan Cohen publicerade sin artikel bad han Go6del att ldasa igenom
den, vilket Godel gjorde och han uppmanade Cohen att publicera sitt
resultat s& fort som mojligt.

Godel var en mycket sdregen person. Han hade paranoida vanfore-
stiallningar och han dog 1978 av svilt pa ett sjukhus i Princeton. Han
vagrade &ta mat som inte hans fru hade lagat. Den kunde ju vara forgif-
tad. Hans fru hade tidigare lagts in pa sjukhus.

Beviset av ofullstdndigheten av aritmetikens axiomsystem gjorde Go-
del kéind langt utanfér matematikens och logikens kretsar. Han verkade
emellertid inte trivas med uppmaérksamheten. Han hade svart att under-
visa och han vinde ahorarna ryggen da han foreléste. Han koncentrerade
sig pa den svarta tavlan. Hans anseende i de kretsar han verkade inom —
matematik och logik — var mycket hogt. Hans gode vén Einstein ansag
att Godel var den storste filosofen efter Aristoteles. John von Neumann,
som var en av de drivande krafterna for att Godel skulle komma till
Princeton, sade: "Gddel ar oerséttlig. Det dr den ende nu levande mate-
matiker som jag skulle vaga uttrycka mig sa om.”

Har Cantors, Hilberts, Russels, Whiteheads, Freges och Go6dels ar-
beten om matematikens grundvalar haft nagra implikationer fér gemene
man idag? Fragan kinns for manga beréttigad. Det kan da vara pé sin
plats att notera att i den vetenskapliga milj6 déar dessa fragor studera-
des fanns Alan Turing (1912-54) som forde teoretiska resonemang om
huruvida en maskin kan tédnka och som konstruerade en abstrakt maskin
som kom att kallas Turingmaskin. Dér fanns ocksa John von Neumann
som var en av hjarnorna bakom den forsta datorn — ENIAC. Tankeverk-
samheten kring matematikens grundvalar lade grunden till den informa-
tionsteknik som vi nu finner oumbdérlig och till dess vidareutveckling som
vi kallar Artificiell Intelligens eller bara Al.

Jag har i denna text beskrivit hur man pa olika sitt velat ge matema-
tiken en struktur. Hur olika problem dykt upp. Hur l6sningarna 6ppnade
dorrar till ny varldar. Hur l16sningarna utsatts for kritik och hur stora
visioner om en generell 16sning kullkastats. Och hur detta ledde till en
slags besinning. Men i arbete med dessa fragor har abstraktionsgraden
och komplexiteten 6kat. Luften har bildligt talat blivit allt tunnare och

33



det blev allt svarare att andas. Atminstone for mig. S& nu ar det dags
att atervianda till det mer konkreta, det som &r mer jordnéra dér luften
annu ar syremaéttad. Nésta text far ha en sadan karaktéar.
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