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Har kommer en fjarde text om matematik som jag skrivit for att
ha nagot som jag sjélv tycker meningsfyllt att géra. De tre tidigare Fy-
ra fundamentala teorem, Ndgra prydnadsstenar i klassisk geometri och
Fermat — amator och innovatér f6ljs av En liten text om grafer.

Grafer anvinds i méanga sammanhang dir man vill beskriva samband
och relationer. Det kan gilla systemet av broar i en stad, slakttrad, pro-
blem inom teoretisk kemi, elektrisk kretsar eller vigar i ett kommunika-
tionssystem. Inom datavetenskap anvindes de ofta liksom inom psykologi
och sociologi. Grafteorin blir ett omrade inom matematiken dar man stu-
derar grafer for dess egens skull. Den &r en viktig del av den matematik
som kallas for diskret matematik och som ger matematiska grunder for
datavetenskap.

Upprinnelsen dr det problem om Konigsbergs broar som Euler (1707-
83) loste i mitten av 1700-talet. Klassiska problem som handelsresande-
problemet och fyrfargsproblemet kan formuleras som problem om grafer.
Teorin om grafer har utvecklats av bl.a. den tyske fysikern Gustav Kirch-
hoff (1824-87), de brittiska matematikerna Arthur Cayley (1821-95) och
William Rowan Hamilton (1805-65) samt den ungerske matematikern
George Poya (1887-1985)

Grafer ska ge konkreta bilder av olika situationer och ska vara ett stod
for mer allménna resonemang. Men nér jag ska forsoka bevisa generella
pastaenden om grafer har jag funnit att det &r svart att stédja sig pa
bilder. En graf kan se ut pa sd manga olika sétt och att lata en figur vara
bas for ett resonemang, som det kan nér det géller geometri och analys,
finner jag svart. Det ar ldtt att utnyttja egenskaper hos den graf man
ritat upp och som inte géller i det generella fallet. En bild kan forvirra
mer dn den forklarar. Grafer ska ge en bild av komplexa situationer men
for att bevisa en sats i grafteorin maste resonemangen vara allménna.
Bevisen kan darfor upplevas som svéara.

Man kan forhalla sig till texten pa manga sétt. Man kan lisa allt och
grotta ner sig i bevisen, man kan hoppa Over det svara for att fa en bild
av vad det handlar om, man kan bara bladdra igenom den eller man kan
helt enkelt lata bli att ldsa den.

Las s& mycket ni orkar och har lust till! Sjdlv har jag haft roligt under
skrivandet!

Vixj6 7 maj 2026
Anders Tengstrand






Problemet om
Konigsbergs broar

- Skulle du vilja tala om for mig, vilken vdg jag ska ga hdrifran?

- Det beror pd vart du ska, svarade katten.

- Det betyder inte sa mycket vart, sade Alice.

- Da kvittar det at vilket hall du gar, sade katten.

- ... 8G ldnge jag kommer ndagonstans tillade Alice som en forklaring.
- Du gor sdkert det, sade katten, om du bara gar tillrickligt lingt.

Ur Alices dventyr i underlandet av Lewis Carroll (1832-1898)

Den gamla staden Konigsberg, som nu heter Kaliningrad, delades av flo-
den av och tva dar i fyra delar. Genom ett brosystem med sju broar
kunde man ga fran en del till en annan. Det blev ett folkndje att forsoka
hitta en vig sadan att man gick Gver varje bro precis en gang for att
aterkomma till utgangspunkten. Man kan ténka sig att borgarna efter
sondagens gudstjdnst tog en promenad for att hitta en 16sning. P& fi-
gurerna 1 och 2 visas ett flygfoto 6ver dagens Kaliningrad och en karta
6ver det gamla Konigsberg.

Leonard Euler intresserade sig fér problemet. Han var d& professor i
Sank Petersburg och ansags som en av virldens ledande matematiker. I
en artikel fran 1736 l6ser han problemet och generaliserar det.



R
o=y ok




Han inleder med att pasta att problemet &r geometriskt men inte av
den typ som man studerat i alla tider. Har betyder inte avstand nagot
utan det som ar viktigt &r hur de olika broarna, 6arna och stranderna
ligger i forhallande till varandra och illustrerar situationen med en bild
som ar starkt forenklad men dir &nd& den nédvéndiga informationen
finns. Hans bild ser ut som i figur 3.

Figur 3:

Vi gor ytterligare en férenkling och later de fyra landomradena A, B, C
och D representeras av fyra noder i en graf och broarna representeras av
kanter mellan respektive noder.

Figur 4:



Euler diskuterar olika sétt att tackla problemet. En mojlighet, skri-
ver han, dr att numrera alla vagar som borjar och slutar i A och darefter
kontrollera om nagon av dessa uppfyller villkoret att varje bro passeras
precis en gang. Men han menar att det ar orealistiskt. Antalet mojlig-
heter ar alltfor manga och han hittar ett annat sétt. I princip resonerar
han pa foljande sdtt. For att passera varje bro maste man ocksa passera
noderna A, B,C och D. Men om man ska gora en rundtur som uppfyl-
ler villkoren méaste man bade komma till och komma fran noden ifraga.
Eftersom man far anvidnda en bro endast en gadng méste antalet broar
som ansluter sig till en nod vara ett jamnt heltal. Men sa &r uppenbart
inte fallet. Till A ansluter sig fem broar och till de Gvriga ansluter sig
tre. Nagon promenad dér varje bro passeras en och endast en gang finns
inte. Borgarnas forsok var alltsa fran borjan dédfédda. Vad de tyckte
om det fortéljer inte historien. Men Euler generaliserade problemet och
studerade det d& antalet noder och broar ckade.

Eulers 16sning av problemet leder oss till en sats men for att formulera
den behdver vi gora ett antal definitioner.

En graf bestar av ett dndligt antal noder A, B,C,... och ett &ndligt
antal kanter w,v,w,... dar varje kant férenar tva noder. Om u férenar
A och B skriver vi AuB och séger att u ansluter sig till A och B.

Flera kanter kan ansluta sig till en nod och antalet kanter som ansluter
sig till en nod kallas nodens gradtal.

En promenad i en graf far vi om vi fran en nod A; foljer ett antal kanter
som slutar i en nod A,, dvs om det finns kanter w1, us, ..., u,_1 sddana
att AlulAQ . un—lAn—l'

En promenad déar varje kant férekommer bara en géng kallas en vdg.

En vig som borjar och slutar i samma nod kallas en cykel. En Eulercykel
ar ar en cykel dér alla kanter i grafen ingar.

En graf kallas sammanhdngande om det alltid finns en vdg mellan tva
olika noder i den. En graf som inte dr sammanhingande kan delas in i
dndligt manga sammanhdngande komponenter.

Begreppen illustreras i figurerna 5 och 6 pa nésta sida.



A

As ur
wuy
ug U2 U
us
Ay

U0

Uus

Figur 5: Grafen har sex noder och tolv kanter. Noderna Aj, Ag, A3, Ay, As
och Ag har graderna 5, 5, 4, 4, 2 respektive 4. En promenad &ar
t.ex.Ajuy Agug AguipAqus Azur] Agug Az. En viag ar Ajur AsusAqus As. En cykel ar
Ajuz AsugAsuioAgug Asur Al

<\

Figur 6: En icke-sammanhéngande graf med tre sammanhingande komponenter



Figur 7: Grafen i figuren ar en Eulergraf eftersom varje nod har ett jamnt gradtal.
For att konstruera en Eulercykel har jag successivt avlagsnat cykler. Forst bagarna
i cykeln som markerats med rott o.s.v Till slut har jag fyra cykler, en réd, en gron,
en bla och en svart. De ska nu kombineras till en Eulercykel och det kan goras pa
foljande satt: A1 Ao A3 A1 As Az Ay As Ag A7 ALAs AL

Eulers observationer leder nu till f6ljande sats:

En sammanhéngande graf har en Eulercykel om och endast
om varje nod har ett jimnt gradtal. En sammanhéngande
graf som har en Eulercykel kallas en Fulergraf.

Att visa att varje nod i en Eulergraf har ett jamnt gradtal gors pa
samma séitt som vi visade att problemet med Konigsbergs broar inte ar
16sbart. Om det finns en Eulercykel som maste man komma till en nod
genom en kant och kunna avldgsna sig fran den genom en annan kant.
Antalet kanter som ansluter sig till noden maste alltsa vara jamnt.

Omvéndningen dr besvérligare och bevisades férst 1873 av den tyske
matematikern Carl Hierholzer (1840-71). Innan vi ger ett induktionsbevis
skisserar vi en metod som underléttar konstruktionen av en Eulergraf i
en graf dir varje nod har jamnt gradtal.

En metod for att konstruera en Eulergraf
Hér foljer en beskrivning hur man kan konstruera en Eulergraf om
alla noder har ett jamnt gradtal.

Vi kallar grafen G och den har noderna A, As, ... och kan-
terna vy, v, . ...

Konstruera en vég i G som borjar i en nod A; och ga via kan-
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ten vy till noden A, fortsétt via kanten vs till noden Az o.s.v.
Eftersom antalet noder dr &ndligt maste vi nagon gang kom-
ma till en nod dér vi varit tidigare. Antag att den noden &r A;
d.v.s. Al’UlAQ ‘e AjUjAj+1Uj+1Aj+1 N Ak—lvk—lAj~ Véigen
AjvjAi11Vj41 ... vp—1A; &r da en cykel. Observera att om
vi har kommit till en nod i cykeln sa finns alltid en kant att
komma dérifran eftersom nodens gradtal dr jamnt.

Avlégsna nu kanterna vy, ..., v,—1 fran den ursprungliga gra-
fen. Vi far da en ny graf med samma noder men med ett farre
antal kanter. Fortfarande har varje nod i den nya grafen ett
jamnt gradtal. Antalet kanter vi avlagsnar fran varje nod &r
ju jamnt. Den nya grafen kan men behover inte vara samman-
héngande. Den bestar av ett antal komponenter som kan se
olika ut. En komponent kan till och med innehalla bara en
nod och inga kanter,

Vi kan nu upprepa proceduren i den nya grafen och konstru-
era en cykel i varje ssmmanh&ngande komponent. Efter ett
antal steg kommer vi inte ha nagra kanter kvar.

Vi har nu att antal cykler som dr sadana att varje kant i
den ursprungliga grafen ingar i precis en cykel och genom att
sammankoppla dem pé lampligt satt far vi en Eulercykel till

G.

Det sista steget, sammankopplingen, behéver konkretiseras for att
att resonemanget ska kunna kallas ett bevis. Sammankopplingen far ske
fran fall till fall. Metoden illustreras i figur 7 med bildtext. Nu foljer ett
induktionsbevis som bevisar vart pastaende, men som inte &r konstruk-
tivt.

Ett induktionsbevis

Vi kallar grafen for G och betecknar dess noder med A, Ay, A, ...
och dess kanter med v, vy, va,. ...

I figur 8 med bildtext visas att pastaendet ar sant for alla
grafer med 1 eller 2 noder. Vi kan alltsa i fortséttningen anta
att G har minst 3 noder.

Vi visar pastaendet genom induktion éver antalet kanter n.

Pastaendet &r sant for n = 1 och 2. Da har ndmligen G en
eller tva noder eftersom gradtalet fér varje nod &r jimnt.

Vi antar nu att pastaendet ar sant for varje graf med k kanter
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QCC; G

Figur 8: Grafen G; har en nod och tva kanter som bada bérjar och slutar i den enda
noden. En sddan kant brukar kallas loop. En graf med en nod kan ha ett godtyckligt
antal loopar och nodens grad ar d& alltid jaAmnt. En Eulercykel far man genom att
ga igenom den ena loppen efter den andra till dess man han gatt igenom alla. Grafen
G2 har tva noder. For att bada nodernas gradtal ska var jamnt méste ett jamnt antal
kanter g& mellan de bada noderna och ett godtyckligt antal loopar kan fogas till varje
nod. En Eulercykel far man om man férst gar igenom alla looparna till den forsta
noden och dérefter gar 6ver till den andra noden genom en av kanterna varefter man
gar igenom alla looporna till den andra noden for att sedan atervinda till den foérsta
noden genom den andra kanten mellan dem. Om det ar fler &n tva kanter mellan de
bada noderna gar man fram och tillbaka mellan dem till dess alla kanter utnyttjats.
Man kommer alltid till slut till den férsta noden eftersom antalet kanter ar jamnt.

dar 1 < k < n och vi antar att n > 2.

Anta nu att G dr en sammanhéngande graf med k kanter och
med minst 3 noder.

Eftersom G ar sammanhéngande finns tre hérn A;, As och
Az och kanter v; och vy sddana att AjviAsvg As.

Ersétt grafen G med en ny graf G’ genom att ta bort kan-
terna vy och ve och lagga till en kant vz mellan Ay och Ag.

Noderna i den nya grafen G’ ir desamma som i G och de har
alla jamnt gradtal. Vi har ju lagt till och tagit bort en kant
fran vardera A; och A3 och tagit bort tva kanter fran As. De
Ovriga noderna har lamnats oférandrade.

Vi ska nu visa att G’ antingen dr sammanhéngande eller har
tva sammanhéngande komponenter.

Lat nu p vara en vig i G som forbinder en av noderna A med
A; En sddan finns eftersom G ar sammanhéngande. Lat p’
vara den del av p som ligger i G’. D& maéste p’ sluta i Ay, Ao
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eller As.

Om p’ slutar i A; sd ligger A3 i samma komponent G} som
Ay och omvéant eftersom AjvAs. Noden A maéste alltsa ligga
iGY.

Om p’ slutar i Ay sé tillhor A samma komponent G, som As.

Antingen &r G} = G5 d.v.s. G’ dr sammanhéngande eller sa
ar G # G5.

Om G’ dr sammanhiéngande sd har den enligt induktions-
antagandet en Eulercykel. Om vi i den Eulercykeln ersétter
AjvAs med Ajvy Asva Ag far vi en Eulercykel i G.

Om G’ har tva olika komponenter G; och G5 s finns det
enligt induktionsantagandet en Eulercykel ¢; i G; och en ¢ i
G2. Vi far nu en Eulercykel i G genom att i ¢; ersétta AjvAs
med Ajv1 A, foljt av co foljt av Azv9As3.

Enligt induktionsprincipen géller nu pastaendet for godtyck-
lig graf med n kanter.

Induktionsbeviset kan kinnas omsténdligt men grundidén &r att mins-
ka antalet kanter genom att ersitta tva bagar Ajv;AsvaAsz med en
AjvAs och pa det sdttet kunna anvinda induktionsantagandet. Nu kan
den operationen innebédra att den nya grafen inte langre 4r samman-
héangande vilket innebédr nagra extra turer till i resonemanget. Beviset
kan kiéinnas svart eftersom det ar svart att stodja sig pa en figur. Gra-
fen G kan se ut pa sd manga olika sétt att en figur férmodligen skulle
férvirra mer &n den forklarar.

Man kan séga att Eulers 16sning av problemet med Konigsbergs broar
ar borjan pa det som ibland kallas Analysis situs (Analys av inbordes
lagen) och till den hor grafteorin men ocksé det omrade som skall kallas
topologi. Har rdknar man inte med avstand utan med inbordes ldgen.

Som vi tidigare ndmnt diskuterar Euler inledningsvis mdojligheten
att rdkna upp alla méjliga viagval och sedan kontrollera om det finns
nagon Fulercykel bland dem. Han finner att det &r omdjligt. Visserli-
gen ar antalet mojligheter dndligt men det blir alltfor stort. Situationen
blir ohanterlig. Detta leder oss in pa ett annat problem inom grafteorin
nédmligen Handelsresandeproblemet - ett problem som uppkommer i en
viss typ av praktiska tillimpningar och som dessutom har stor principiell
betydelse.
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Handelsresandeproblemet

Virlden dr sd stor, sd stor,
Lasse, Lasse liten!

Stérre dn du ndnsin tror,
Lasse, Lasse liten.

Zacharias Topelius (1818-98)

En handelsresande ska besoka ett antal stdder och han ska besdka
varje stad precis en gang. Han kiénner avstandet mellan varje par av
stader och vill planera sina besok sa att langden av resrutten blir sa liten
som mdjligt. Hur ska ha ga till viiga? Vi kan askadliggdra situationen med
en graf dir stdderna &r noder och dér tva olika noder forenas med precis
en kant. En sadan graf kallas fullstdndig och vi har i figur 9 ritat upp
de fullstdndiga graferna med 3,4 och 5 noder. De har 3, 6 respektive 10
kanter.

En fullstdndig graf men n noder har n(n—1)/2 kanter. Fran varje nod
utgar n— 1 kanter och eftersom vi har n kanter far vi n(n —1)méjligheter
men d& har vi rdknat med varje kant tva ganger. Alltsa ar antalet kanter
lika med n(n —1)/2.

Vi atergar nu till handelsresandeproblemet. En information som be-
hévs ar avstandet mellan varje par av stidder d.v.s. varje kant forses med
ett tal. Vi séger att vi har en viktad graf. Hur ska nu var handelsresande
ga till viga for att hitta den kortaste rutten? En mojlighet ar att som
Euler diskuterade i problemet med Koningsbergs broar att helt enkelt



Figur 9:

ga igenom alla mojliga rutter, bestimma dess langder och vélja ut den
kortaste. I dag har vi ju helt andra berdkningsmdjligheter och antalet
rutter ar ju faktiskt dndligt. Lat oss gora en uppskattning av hur manga
berdkningar som behévs. Om vi numrerar noderna med 1,2,...,n och
antar att vi startar i nod nummer 1 sa kan vi vilja ndsta nod pan — 1
sitt och den déarefter p4 n — 2 sdtt o.s.v. Antalet rutter R,, blir alltsa
(n—=1)-...-2-1=(n—1)!. Vi har t.ex. R4 = 6, R5 = 24 och Rg =120
och det &r naturligtvis inte nagra problem att berékna alla rutternas
langder med dagens datorer. Men vad hidnder om n = 50 — ett inte
helt orealistiskt fall i praktiska tillampningar. En mycket grov uppskatt-
ning &r att 50! > 10%°. Datorn skall alltsd gora betydligt fler #n 104°
berdkningar. Antag att datorns kapacitet dr sadan att varje berdkning
tar 107Y sekunder. Da skulle tidsatgangen alltsa vara mycket stérre &n
1049 . 1072 = 103! sekunder vilket omriknat i ar blir

1031

- 1 23.
360024365 =

Det skulle alltsa att ta en dator mer 1022 ar att genomféra beriikningar-
na. Metoden &r alltsd inte genomférbar. Men i praktiken kréver proble-
met en 16sning. En handelsresande anvinder féormodligen sin erfarenhet
for att att hitta en bra 16sning. Men problemet &r generellt. Hur hittar
jag 1 rimlig tid en rutt i en fullstindig graf déar varje kant har en vikt
och dér summan av kanternas vikter dr sa liten som mojligt. Vikter-
na kan t.ex. ange avstand, tid eller kostnader. Problemet uppkommer i
verkligheten och kréver nagon form av 16sning. Det kan vara planering
av flygplansrutter vilket tydligen varit aktuellt nagonstans nagon gang
under andra vérldskriget. Det kan gélla utdelning av post. Var metod
dr grov och man borde kunna hitta en smartare algoritm som inom rim-
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lig tid ger det resultat vi vill ha. Kanske behover vi inte hitta den rutt
som har absolut ldgst kostnad. Vi kan kanske ndja oss med en som &r
“tillréckligt” bra. Naturligtvis har man arbetat fram metoder eller algo-
ritmer som snabbare leder till fram till malet och som ger en 16sning som
ar ratt néra den exakta. I det sistndmnda fallet kan man férmodligen ut-
nyttja de kunskaper man har om just den graf det for tillfallet &r fraga
om. Men kan man hitta en generell metod som ger den exakta l6sningen
inom rimlig tid? Svaret dr att man kan hitta béttre metoder &n var lite
klumpiga men man har &nnu inte hittat nagon som ger en 16sning inom
rimlig tid. Finns det en sddan algoritm? Eller finns det inte? Fragan har
dn sa ldnge inget svar.

Samma fragor kan stdllas om manga problem och vi behover verktyg
for att bestdmma hur méanga steg en algoritm behdver for att 16sa ett
problem och vi behéver precisera vad vi menar med rimlig tid”. I den
teori som utvecklas visar sig handelsresandeproblemet ha en sirstéllning.

Problem av typ P och NP

Ar 1936 publicerade den engelske matematiker Alan Turing en artikel
med titeln On computable numbers, with an application to the Entschei-
diungsproblem dar han konstruerar en abstrakt maskin som steg for steg
kan utfora algoritmer. Maskinen har ett dndligt antal tillstand, kan 1&-
sa tecken fran en remsa och beroende pé aktuella tillstdnd och tecken
fordndra tillstand, mata fram remsan och skriva ett tecken pa en utat-
gaende remsa. Det skulle fora alltfor langt att ge en exakt beskrivning.
Det kan emellertid anmérkas att den abstrakta maskinen, som nu kal-
las Turingmaskin, var modell vid konstruktionen av den foérsta datorn
ENIAC.

Turingmaskinen kan tjana som verktyg for att méta komplexiteten
hos en algoritm. Antalet steg Turingmaskinen behover gora for att utfora
algoritmen &r ett matt pa dess komplexitet. Antag att antalet tecken som
ska ldsas in &r n och antalet steg dr K (n). Om vi kan hitta en algoritm
som loser problemet dir K(n) < n” for nigot positivt heltal r s séger
vi att problemet ar av ty P. Det innebér att antalet steg kan uppskattas
med polynom i n och da anses problemet kunna l6sas inom rimlig tid.
Bokstaven P i typ P syftar alltsa pa polynom.

Nér det géller handelresandeproblemet &r indata proportionellt mot
n(n — 1) om den fullstindiga grafen har n noder. For att det ska kunna
16sas inom rimlig tid krévs det alltsa att vi kan konstruera en algoritm
som loser problemet med ett antal steg som dr mindre dn eller lika med
n” dar r ar ett heltal. Var mycket enkla algoritm kréver mer &n n! steg
och det ar langt fran n” dar r dr ett positivt heltal. Hittills har man inte
kunnat finna nagon algoritm som loser problemet polynomiell tid. Man
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vet alltsé inte om handelsresandeproblemet ar av typ P eller inte.

Det finns emellertid ett annat sétt att angripa problemet. Man gor
en kvalificerad gissning. Detta maste var den bésta lésningen! Sedan kan
man kontrollera det genom négon form av algoritm och da ar fragan om
den algoritmen kan gora kontrollen pa rimlig tid d.v.s. att antalet steg
vaxer polynomiellt med antalet indata. Man hittar férst en 16sning man
tror pa och kan sedan kontrollera om den ar ratt pa rimlig tid. Vi sdger da
att problemet &r av typ NP. Bokstaven "N” star for "non-deterministisk”
d.v.s. slumpvis. Vi har gissat en 16sning och inte arbetat oss fram till
den.

Det visar sig att handelsresandeproblemet &dr av typ NP. Man kan
kontrollera om en angiven rutt &r den minimala pa rimlig tid. Det finns
flera klassiska problem som &r av den typen. Man vet att de ar av typ
NP men har inte kunnat visa att de ar av typ P. Naturligtvis &r varje
problem av typ P ocksa av typ NP. Men géller omvéndningen? Det vet
man inte. Hitintills har man inte hittat nagot problem som &r av typ
NP men som bevisligen inte &dr av typ P. Handelsresandeproblemet har
i denna typ av resonemang en speciell plats. Om man kan visa att just
det ar av typ P sa ar varje problem av typ NP ocksa av typ P. Det ar
vad man kallar NP-komplett. Den forste som visade existensen av NP-
kompletta problem var Stephan Cook (1939-) i en artikel fran 1971 med
titeln  The Complexity of Theorem Proving Procedures. Vi ger nagra
exempel pd NP-kompletta problem.

e Kan man i en dndlig méngd av positiva tal hitta en delméngd vars
summa dr exakt lika med ett pa forhand givet tal?

o Kappsdcksproblemet Saker med olika volym och vikt ska packas i
en kappsédck och alla far inte plats. Vilka saker ska man vilja sa
att virdet av de nedpackade blir s& stort som mojligt?

e En graf kallas en Hamiltongraf om det finns en vag sadan att varje
nod besoks precis en gang. Kan man avgéra om en given graf &r
en Hamiltongraf?

Begreppet Hamiltongraf har fatt sitt namn av den irlindske matema-
tikern William Rowan Hamilton. Vi har tidigare diskuterat Eulergrafer.
Det &r latt att avgéra om en sammanhéngande graf dr en Fulergraf.
Man kontrollerar helt enkelt att varje nod har ett jamnt gradtal. Det
ar betydligt svarare att avgora om en graf &r en Hamiltongraf. Det &r
NP-komplett problem.

En av de vanligaste typerna av problem som férkommer i tillimpning-
ar ar de som leder till linjar programmering. Ett givet inldrt uttryck skall
maximeras eller minimeras under ett antal bivillkor som &r linjara. Det
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16ses oftast genom den s.k. simplexmetoden. Metoden &r relativt enkel
och den dr oftast snabb. Men i vissa extrema fall exploderar tidsatgang-
en och antalet steg véxer inte polynomiellt. Det hinder mycket séllan
men det kan hénda. Ar da inte linjir programmering av typen P? Sim-
plexmetoden visar inte det. Men det kanske finns en annan algoritm som
klarar att 16sa problemet pé rimlig tid. Ar 1984 konstruerade den indiska
matematikern Narendra Karmarkar (1956-) en sddan. Linjar program-
mering &r alltsa ett problem av typ P. Men Karmarkars metod dr mer
komplex och tar i de allra flesta fall langre tid &n simplexmetoden. Sa
standardmetoden &r i praktiken oftast simplexmetoden. Nu har vi av-
lagsnat oss fran grafteorin men det kan vara av intresse att veta nagot
om komplexiteten hos ett av de vanligaste problemen som féretag och
organisationer anvinder datorer for att losa. I nésta avsnitt atergar vi
till huvudtemat.
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Trad, planara grafer och
ett partyproblem

Nir jag anvinder ett ord”, sa Humpty Dumpty i nedldatande ton,

“sa betyder det precis vad jag vill att det ska betyda,

varken mer eller mindre”.

"Fragan dr”, sa Alice, "om det dr mdjligt att lita ord betyda sdé mdnga

olika saker”.
Ur Alice i Underlandet och bakom spegeln av Lewis Carroll (1832-98)

Trad

Som rubriken antyder kommer detta avsnitt att handla om trad. Vad &r
da ett trad i grafteorin? Vi gor féljande definition

Ett trad dr en sammanhéngande graf som saknar cykler.

Vi anvénder ordet "trad” som &r vélkdnt fran andra sammanhang och
grafen GG i figur 10 pa nésta sida paminner onekligen lite om ett vanligt
trad vilket ocksd Gy gor men knappast de dvriga. Vi anvinder ocksa
ordet "trad” nir vi vill beskriva olika hierarkier som t.ex. slikttrad och
da paminner de mer om Gg. Men i grafteorin &r alltsa ett triad helt enkelt
en sammanhéngande graf utan cykler och ett trdd kan se ut pa manga
sitt. Inspirerade av den forsta grafen dar bilden liknar ett vanligt trad
gor vi foljande definitioner:

I ett trad kallas en nod med graden 1 f6r ett [Gv och kanten som ansluter
till 16vet kallas en kvist. Vidare kallar vi en graf vars sammanhingande
komponenter alla ar trad for en skog.



Vi noterar att

G1 har 7 noder och 6 kanter (G5 har 5 noder och 4 kanter
G5 har 5 noder och 4 kanter (G4 har 6 noder och 5 kanter
G5 har 6 noder och 5 kanter Gg har 6 noder och 5 kanter.

Gy
°
Gy
Ga
Gs
® ®
Gs
G
®

Figur 10: Sex olika grafer. Observera att graferna G2 och G3 ar identiska. De ar
bara ritade pa olika satt. Detsamma géller G5 och Gg.
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Vid ndrmare betraktande dr G5 och G3 samma graf. Vi har bara ritat
dem péa olika sétt. Detsamma géller G5 och Gg. Grafen G4 har liksom
G5 och Gg 6 noder och och 5 kanter men den ar skild fran dessa. Grafen
G4 har ju en nod av graden 5 och det har inte de bada andra.

Vi observerar ockséa att i alla de sex triaden &ar antalet noder lika med
antalet kanter adderat med 1. Ar det alltid sa? Svaret #r ja och det giller
ocksé en slags omvéndning. Vi visar féljande sats.

En sammanhéngande graf med n noder och k kanter &r ett
trad om och endast om n =k + 1

Att ett trdd har egenskapen att n = k + 1 forefaller mig naturligt med
tanke pa exemplen. Men att omvindningen géller &r for mig mer férva-
nande. Ett trad kan trots allt se ut pa manga satt.

Vi bevisar pastaendet genom induktion 6ver antalet noder.

Visa forst att om G ar ett trad med n noder och k£ kanter s
arn==%k+1.

Vi anviander induktion 6ver n och konstaterar att pastaendet
dr sant for n = 2. For att en sammanhéngande graf med 2
noder ska vara ett trid si maste det finnas en kant som for-
enar de bada noderna eftersom G dr sammanhéngande. Om
det funnes fler kanter far vi automatiskt en cykel och ett trad
innehaller inga cykler. Alltsa maste k = 1.

Antag nu att pastaendet ar sant for alla triad dar antalet no-
der 4r mindre dn n och visa att det dr sant for ett trad G
med n noder.

Vi visar forst att trddet G har minst ett 16v.

Lat Ay vara en nod i G och betrakta alla vigar i G som borjar
i A;. Eftersom antalet sddana végar ar &dndligt finns det en
vig p = Ajvy...vs_1 A frain A; med maximalt antal kanter.
Om A; inte ar ett 16v sa skulle det finnas ytterligare en kant
vs fran Ag och vi har A;vgAsy1. Noden Agy; kan inte vara
nagon av de foregaende eftersom G saknar cykler. Men om
Ag41 skulle vara en ny nod &r inte viigen p maximal. Alltsa
ar A, ett 1ov.

Lat nu A vara ett 16v i G och avldgsna fran G noden A och
den kant som ansluter till A. Vi far d& en graf G’ med n — 1
noder och k — 1 kanter. Den nya grafen G’ 4r sammanhéng-
ande och kan inte innehalla nagon cykel eftersom inte G gor
det. Enligt induktionsantagandet &r dan—1=(k—1) + 1
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dvs.n=k+1.

Nu foljer pastaendet med hjalp av induktionsprincipen.

Vi visar nu att om G &r en sammanhéngande graf men n
noder och k kanter dar n = k + 1 s ar G ett trad.

Vi visar forst att till varje sammanhingande graf G finns ett
trad T som har samma noder som G och dér alla dess kanter
ocksa dr kanter i G. Man kallar T' for ett uppspadnnande trad
till G.

Om G saknar cykler sa dr G ett trdd och T' = G. Om inte
s avldgsna en kant i en cykel. Vi far da en ny graf G’ som
fortfarande &r sammanhingade och som har samma noder
som G. Om G’ saknar cykler sa ar G’ ett tradd och G’ = T.
Fortsétt pa detta sdttet till dess vi far en graf som &r sam-
manhingande och som saknar cykler. Vi far da ett trdad T
som spanner upp G.

Grafen T har n noder och eftersom den &ar ett trdd har den
n — 1 kanter. Vart trad T" méaste alltsa vara identiskt med G.
Pastaendet ar bevisat.

I beviset anvénde vi oss av att varje sammanhéingande graf har ett
uppspannande trad - ett trdd som innehaller alla grafens noder. En graf
kan ha méanga uppspénnande trdd. En viktad graf &r en graf déar varje
kant tilldelas ett tal. I méanga tillampningar kan det vara av stort in-
tresse att hitta det trdd som spénner upp grafen och dér summan av
vikterna dr sa liten som mojligt. Det kan gélla olika former av nétverk
som kommunikationsnédtverk, elektriska nétverk, kabelnét fér TV eller
vatten- och avloppssystem. Det har utarbetats olika algoritmer for att
hitta den optimala l6sningen.

Planara grafer

I inledningen av foregaende avsnitt visade vi att en graf kan avbildas i
ett plan pa olika sétt. Vi ska nu titta lite ndrmare pa det och undersoka
i vilken man man kan representera en graf i planet si att inte tva kanter
skiir varandra. Overst till viinster i figur 11 har vi en bild av fullstéin-
diga grafen med 4 noder. Tva av kanterna skdr varandra. Men samma
graf illustreras ocksa av bilden till héger och déir skér inte négra kanter
varandra. Den undre bilden &r en representation av den fullsténdiga gra-
fen med 5 noder. Har skir manga kanter varandra men ar det mdjligt att
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rita den s att inga kanter skir varandra? Det verkar svarare. Betydligt
svarare.

Figur 11:

I fortséttningen ska alla grafer vara enkla grafer, vilket innebér att
mellan tva noder gar hogst en vig och att det inte finns négra loopar
d.v.s. kanter som borjar och slutar i samma punkt. Vi séger att en graf ar
plandr om den &r enkel och sammanhéngande och om den kan represen-
teras i ett plan sa att inga kanter skir varandra. Vi ska ge ett villkor som
planéra grafer maste uppfylla. Rimligen bor en graf dar antalet kanter &r
stort relativt antalet noder vara svar att representera utan att kanterna
skér varandra. I figur 12 visas ett antal planéra grafer.
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Gy

Figur 12:

Graf | Noder | Kanter | Falt
Gy 3 3 2
Gy 6 9 5
G3 8 12 6
Gy 5 7 4

Trad n n—1 1

I en planér graf kommer varje cykel att omsluta ett omrade som vi
kallar ett falt. De planira graferna kommer alltsd att dela in planet i
falt. Ett av falten &r det omrade som ligger utanfor grafen och som &r
obegréinsat. Ett trdd kommer alltsa att generera endast ett falt eftersom
det saknar cykler.

En analys av tabellen ger att om antalet noder, kanter och falt i
grafen betecknas med n, k respektive f sa &r n — k + f = 2 {or alla de
fem graferna och detsamma géller fér den planéra grafen i figur 11 dér
n=4,k=06och f =4.

Det visar sig att detta samband géller for alla sammanhéngande
planéra grafer och brukar kallas for Eulers polyederformel. Den bevi-
sades forst 1639 av René Descartes (1596-1650) och &teruppticktes av
Euler som publicerade sitt bevis 1751. De formulerade och bevisade sam-
bandet for polyedrar. En polyeder kan klippas upp och avbildas pa ett
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plan och genererar da en planér graf. Sambandet géller emellertid for
alla planéra grafer och vi ska nu bevisa det.

Om G é&r en planér graf med n noder, k kanter och f falt sa
galler
n—k+f=2.

Observera forst att om G ar plandr sa ar den sammanhing-
ande och enkel. Vidare sétter vi eqg =n — k + f.

Om G saknar cykler sa ar G ett trdd och da &r £k =n—1 och
f=locheg=n—(n—-1)+1=2.

Om G har en cykel sa avldgsnar vi en kant i cykeln och far en
ny graf G; med samma antal noder men dér bade antalet kan-
ter och antalet falt minskar med 1. Det betyder att eq, = eq.

Om G, saknar cykler s ar G’ ett trad och eq = eg, = 2.

Om G; har en cykel avldgsnar vi en kant i den o.s.v. Vi
kan upprepa forfarandet till dess vi far ett trdd G5 och da
e =eq, =...=eqg, = 2 foljer satsen.

Varje cykel genererar ett filt och varje kant begransar tva falt. Ef-
tersom varje cykel innehéller minst 3 kanter maste 3f < 2k. Vi kombi-
nerar detta samband med Eulers polyederformel och far

2k k
n=2+k—f>24k——=2+ -
3 3
eller
3n>6+k.

I en planér graf maste antalet noder n och antalet kanter k uppfylla
olikheten 3n > 6+ k. De planéra grafer vi studerat uppfyller naturligtvis
detta villkor och den skeptiske kan léatt kontrollera det. Men hur ar det
med den fullstdndiga grafen med fem noder som vi ritat upp i figur 11?7
Hér &r n = 5 och k£ = 10 som inte satisfierar olikheten. Alltsa ar den
grafen inte planér.

En annan graf som inte &r planir visas i figur 13. Den brukar kallas
den bipartita grafen av ordningen 3 och betecknas med K3,3E| For den

IEn bipartit graf delar upp noderna i tva delmingder. Varje nod i den ena delen
forenas med varje nod i den andra och grafen har inga andra kanter. Den bipartita
grafen Ky, har n+m noder och delas in i en del med n noder och en del del med m
noder. Varje nod i den ena delen férenas fmed en nod i den andra. Inga andra kanter
forekommer.
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Figur 13:

dr n = 6 och k = 9 som faktiskt uppfyller olikheten 3n > 6 + k och den
skulle kunna vara plandr. Men i K3 3 har den kortaste cykeln 4 kanter.
Om K3 3 vore planér sa skulle 4f < 2k d.v.s. 2f < k vilket ger att

k
n:2+kff22+kf§eller2n24+k

och det villkoret uppfyller inte K3 3.

Det visar sig att en enkel sammanhingande graf ar icke-planir om
och endast om den har en delgraf som &r den fullstdndiga grafen med 5
noder eller den bipartita grafen av ordningen 3. En graf G’ dr en delgraf
till en graf G om varje nod och varje kant i G’ ocksa ar nod respektive
kant i G.

Ett partyproblem

Runt ett bord sitter sex personer. Var och en av dem kanske kdnner
nagon eller nagra av de andra och vi antar att det i s& fall 4r 6msesidigt.
Om A kiénner B sa kinner B A. Finns det grupper déar alla i gruppen
kéinner varandra? Extremfallen &r att alla kiinner alla eller det motsatta
att ingen av vara personer kdnner nagon av de dvriga. Situationen kan
askadliggoras med en graf med sex noder och om tva personer kidnner
varandra si har vi en kant mellan motsvarande noder. Jag pastar att
det under alla forhallanden alltid finns en grupp pa tre personer dér alla
kinner alla eller sa finns det en grupp pa tre personer dir ingen kénner
nagon av de dvriga.

Till vénster i figur 14 har jag ritat de sex noderna till grafen som
ska askadliggora relationerna. Fixera en person eller nod A. Han maste
antingen kinna eller inte kiinna tre av de dvriga. Antag att han kidnner

28



e
>}

Figur 14:

B,C och D. Om tva av B,C och D kinner varandra har vi hittat en
grupp pa tre dar alla kiinner alla. Om inte sa utgér B, C' och D en grupp
dér ingen kinner nagon av de 6vriga. Om nu A inte kdnner tre av de
ovriga kan man gora samma resonemang men byta ut “kénner” mot "inte
kinner”.

Om vi istéllet for ett sdllskap pa sex personer betraktar ett med fem
personer sa kan vi inte dra samma slutsats. I grafen till hoger kiinner varje
person tva av de 6vriga men inte fler. Det forsta ledet i vart resonemang
haller inte. Vi kan inte sékert veta att A “kénner” eller "kénner inte” tre
personer. Tre maste bytas mot tva och da spricker resonemanget.

En engelsk filosof, ekonom och matematiker Frank Plumpton Ramsay
(1903-30) generaliserade problemet. Om m och n &r naturliga tal finns
det da ett minsta heltal R(m,n) sadant att varje enkel graf med R(m,n)
noder antingen har en delgraf med m noder som &r fullstdndig eller en
med n noder som &ar totalt osammanhéngande? En graf kallas totalt
osammanhingande om den inte har nagra kanter. Ramsay visade sjalv
att ett sadant tal alltid existerar och det kallas Ramsaytal. Tydligen &r
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R(3,3) = 6. Flera uppskattningar har gjorts och 1995 publicerade Bren-
dan D. McKay (1951-) och Stanislaw P.Radzizszowski (1953-) i Journal
of Graph Theory en artikel med titeln R(4,5) = 25.

Ett problem som har en enkel formulering och en elegant 16sning,
som det atminstone fér mig tog en tid att hitta, kan genom en relativt
naturlig generalisering bli ett svart problem som utmanar specialister
inom grafteori.
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Fyrfargsproblemet

I ett hus i en liten stad bodde tre systrar:
Tant Grén, Tant Brun och Tant Gredelin.
De hade en hund som hette lille Prick.

I staden bodde ocksd herr Bla.

Elsa Beskow (1874-1953)

En brittisk botaniker Francis Guthrie (1831-99) arbetade med att farg-
lagga Englands grevskap och férsokte gora det sa att tva grevskap som
ligger intill varandra inte far samma farg. Han upptéckte att det alltid
rackte med fyra farger och fragade sig om det &r s& generellt. Francis
vidarebefordrade fragan till sin bror Frederick (1833-86) som studerade
matematik och han gav problemet till sin lirare Augustus de Morgan
(1806-71) som i sin tur vidarebefordrade det till William Rowan Hamil-
ton. de Morgan och Hamilton var tva av den tidens framsta brittiska
matematiker men det verkar inte som nagon av dessa gjorde nagra all-
varliga forsok att 16sa problemet.

Flera matematiker antog emellertid utmaningen och 1879 ansag sig
engelsmannen Alfred Kempe (1849-1922) sig ha visat Guthries formodan
och publicerade beviset i en artikel On the Geographical Problem of the
Four Colours och aret efter gav Peter Guthrie Tait (1831-1901) ut &nnu
ett bevis. Elva ar senare hittade emellertid Percy Heawood (1861-1955)
ett fel i Kempes bevis men visade att fem farger récker. Den danske
matematikern Julius Petersen (1839-1910) visade 1991 att ocks& Taits
bevis var felaktigt.



[S—
Eeerie
ez -
Femrem
S

e

Figur 15: USA:s delstater farglagda med fyra farger

Det dr6jde dnda till 1976 som Guthries formodan kunde bevisas och
det var Kenneth Appel (1932-2013) och Wolfgang Haken (1928-2022)
bada verksamma vid University of Illinois som visade att det rackte med
fyra farger for att fargligga en karta sa att tva intill varandra liggande
stater inte far samma farg. De kunde visa att om det fanns ett motex-
empel sa skulle det finnas bland 1 936 olika konfigurationer och anvénde
en dator for att genomfora kontrollerna och for det arbetet behévde da-
torn 1 000 timmar. Beviset har sedan forenklats men fortfarande krévs
en dator for att undersdka 6ver 600 mojligheter. Antalet méjligheter har
minskat och datorerna har blivit kraftfullare men man har &nnu inget
bevis som inte kréver datorer. Beviset ar kontroversiellt. Komplexiteten
ar stor och det ar svart att fa nagon Gverblick. Beviset underléttar inte
forstaelsen for satsen. Det &r ett bevis fér att Guthries férmodan &r sann
men knappast en forklaring varfor den ar det.

Fyrfargsproblemet kan Gverséttas till ett problem om grafer. De olika
staterna svarar mot noderna i en graf och om tva stater grénsar till
varandra har man en kant mellan motsvarande noder. Den graf man
far ar plandr och fragan &r om man kan farglagga noderna sa att tva
noder som har en kant mellan sig aldrig har samma farg. Naturligtvis
kan vi inte behandla fyrfargsproblemet. Jag har visserligen hért Appel
foreldsa om det men jag begrep inte mycket om ens nagot. Men beviset
av femfargsproblemet ar inte omojligt att forsta.
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Figur 16: Tva grafer farglagda med fyra farger

Femfargsproblemet

I beviset for femfargsproblemet anvinder vi induktion 6ver antalet noder.
Vi kommer i det kritiska fallet anvdnda oss av s.k. Kempevégar, dar
noderna har tva farger och dir varannan nod har den ena firgen och
varannan har den andra. Den typen av vigar dr uppkallad efter Alfred
Kempe vars bevis visserligen var felaktigt men som trots det innehéll
manga fruktbara idéer.

Varje planar graf kan med hjélp av fem farger farglaggas sa
att tva angrinsande noder aldrig har samma férg.

Vi visar pastdendet med hjélp av induktion 6ver antalet no-
der.

Uppenbarligen &ar pastédendet sant om antalet noder ar 1,2,3,4
eller 5.

Antag att pastaendet &r sant om antalet noder &r n — 1 och
visa att det i sé fall &r sant d& antalet noder &r n.

Lat G vara en graf med n noder och k kanter.

Antag att varje nod hade ett gradtal som var stérre &n eller
lika med 6. Eftersom varje kant angor tva noder sa medfor
det att antalet kanter &r storre &dn eller lika med 3n. Men
det ar omdjligt eftersom i en planér graf maste 3n > 6 + k.
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Figur 17:

Grafen G maste alltsd ha minst en nod vars grad dr mindre
an eller lika med 5.

Antag att G har en nod A vars grad &r mindre &n eller lika
med 4.

Tag bort den noden. Vi far da en graf med n — 1 noder och
enligt induktionsantagandet kan den farglaggas med fem far-
ger utan att tva intilliggande noder har samma firg. Lagg
tillbaka noden A. Den angransar till hogst 4 noder och allt-
s& finns det en farg over till A. I detta fallet kan alltsd G
farglaggas med fem farger utan att angrénsande noder har
samma farg.

Antag nu att varje nod i G har graden 5.

Tag som foérut bort en nod A. Enligt induktionsantagandet
kan den nya grafen farglaggas med fem farger utan att tva
angriansande noder har samma farg.

Om de fem noder som gransar till A endast har fyra farger
eller mindre kan vi ldgga tillbaka A och ge den en av de 6v-
riga fargerna och pastéendet foljer.

Antag nu att de fem noderna alla har olika farger: gron, brun,
gredelin, blatt och svart. Det ar det kritiska fallet.
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Figur 18:

Vi studerar den delgraf G’ till G som bestar av de grona och
gredelina noderna. Se figur 17.

Den behéver inte vara sammanhéngande. Antag att den gro-
na och den gredelina noden som gréansar till A inte ligger
i samma komponent. D& kan vi byta farg i den komponent
som hor till den gredelina noden sa att varje gredelin nod
blir gron och varje gron nod blir gredelin utan att det gora
vald pa kravet pa att tva intilliggande noder har olika férg.
Efter fargbytet har noderna som angér A fargerna gron, bla,
svart, gron och brun. Vi kan alltsa ge A fargen gredelin.

Antag till sist att bade den gredelina och den gréna noden
som ansluter till A ligger i samma sammanhédngande kompo-
nent i G'. Se figur 18.

Bilda den delgraf G till G som innehéller de bruna och svar-
ta noderna. D& kan inte den bruna och den svarta noden ligga
i samma sammanhéingande komponent i G”. Eftersom G &r
plandr maste en Kempevég fran den bruna till den svarta no-
den innehalla nagon nod ur en vig mellan den gredelina och
grona noden vilket den inte far. Eftersom den bruna och den
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svarta noden som gransar till A ligger i olika komponenter
i G” kan vi byta firger pad noderna i den komponent som
tillhér den bruna noden. De noder som grénsar till A har nu
fargerna gron, bla, gredelin, bla och svart. Vi kan firga noden
A brun och fa en graf dar tva intilliggande grafer aldrig har
samma farg.

Induktionsprincipen medfér nu att varje planar graf kan férg-
laggas med fem farger utan att tva intilliggande noder har
samma farg.

Fyrfargsproblemet &r ett klassiskt problem. Det formulerades inte
av matematiker utan av en botanist som arbetade med att rita kartor.
Det formedlades tidigt till de Morgan och Hamilton nagra av den tidens
mest framstdende matematiker inom omraden dar problemet hér hem-
ma. Det bor dven varit kéint av den brittiske matematikern Artur Cayley
som maéste betraktas som en av grafteoriens pionjarer. Det verkar emel-
lertid som dessa specialister inte dgnade problemet nagot storre intresse.
Man kan fraga sig varfor. Ansag de att problemet visserligen var utma-
nande men att det inte forde matematiken framat? De sag det som en
atervandsgrand som inte ledde vidare utan bara tog tid som kunde an-
viindas pa bittre sitt. Ar 1900 formulerade David Hilbert (1862-1943)
ett antal problem som skulle vara betydelsefulla for matematikens ut-
veckling. Fyrfargsproblemet finns inte med bland dem. Men I6sningen
som kom 1976 var principiellt omtvistad och intressant. Efter ett i och
for sig imponerande férarbete lamnade man 6ver problemet till en dator.
Det &r vil inte Al men for tankarna ditat. Ska vi kalla det for bevis? Det
visar att pastaendet att varje karta kan farglaggas med fyra farger sa att
inte tva intilliggande stater har samma firg &r sant men kan vi genom
beviset se varfor det &r sant? Okar det var kunskap om matematiska
system och strukturer? Inte sjélvklart. Ar det nagot vi kommer att se
mer av i framtiden med utvecklingen av AI? Formodligen. Kanske far
vi i framtiden skilja mellan tva olika former av bevis. De som bevisar
och forklarar och de som bara bevisar men ar sa komplexa att de inte
forklarar.
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